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Resumen

El objetivo de la investigacion es describir los usos que le dan los futuros docentes
de matemética al software de geometria dinamica. Es una investigacion de campo
en el paradigma cualitativo interpretativo, realizada mediante un estudio de caso, el
cual estuvo focalizado en el analisis de las producciones de un grupo de trece futuros
profesores de matematica, quienes participaron en un curso de resolucion de
problemas geométricos (16 semanas), como parte de su plan de formacion docente
en una universidad publica venezolana. Los instrumentos utilizados para la
recoleccion de la informacion fueron: Archivos Cabri, informes de trabajo y
grabaciones de audio y video. Respecto al software, se encontrd que los futuros
profesores le dieron un uso técnico: empleo de las herramientas para seguir
procedimientos, verificar conjeturas y mejorar apariencias; y, un uso heuristico:
construccion, exploracion, formulacién de conjeturas y validacion.

Palabras clave: Formacion inicial de profesores, software de geometria dinamica,
ensefianza y aprendizaje de la geometria.

Uses of dynamic geometry software in preservice mathematics
teachers

Abstract

The objective of the research is to describe the uses that future teachers of
mathematics give to the software of dynamic geometry. It is a field research in the
qualitative interpretive paradigm, carried out through a case study, which was
focused on the analysis of the productions of a group of thirteen future teachers of
mathematics, who participated in a course of solving geometric problems (during 16
weeks), as part of their teacher training plan at a Venezuelan public university. The
instruments used to collect the information were: Cabri files, work reports and audio
and video recordings. Regarding the software, it was found that the future teachers
gave it a technical use: use of the tools to follow procedures, verify conjectures and
improve appearances; and, a heuristic use: construction, exploration, formulation
of conjectures and validation
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INTRODUCCION

Desde mediados de la década de los afios ochenta, se ha venido incorporando el uso de los llamados
software de Geometria Dinamica (SGD) en las clases de Matematica. Entre los mas destacados, se
encuentran el Cabri - Géometre (Francia), el Geometer's Sketchpad (Estados Unidos) y GeoGebra
(Austria). Este tipo de software ha favorecido la elaboracién de construcciones geométricas y su
exploracién mediante la técnica de arrastre de un objeto base, permitiendo el reconocimiento de
propiedades invariantes cuando un objeto es sometido a una transformacion. Esto favorece el
descubrimiento de relaciones entre los objetos (iniciales, auxiliares y finales) que conforman una
construcciéon geométrica.

En relacion al impacto del uso de los SGD sobre el proceso de ensefianza y aprendizaje de la
Matemética, se han realizado diversos comentarios; para Amaral y Cabrita (2017), los SGD han
contribuido al desarrollo del sentido geométrico y han jugado un papel fundamental en el estudio de
las isometrias en el plano, ya que, le brinden a los estudiantes la posibilidad de trabajar con multiples
representaciones de un objeto geométrico, facilitando asi su transito por niveles mas elevados de
generalizacion y abstraccion. En este orden de ideas, Prieto Gonzalez (2016) sefiala que:

Desde una perspectiva del aprendizaje, la integracion del GeoGebra a las clases de Matematica
ha favorecido el desarrollo de las capacidades de los estudiantes para la experimentacion,
visualizacion y reconocimiento de invariantes matematicas, como consecuencia de la
interaccion de esos sujetos con los objetos representados en su vista grafica. (p.11)

Ademés, los SGD han facilitado la vinculacion de la Matemaética con otras disciplinas, ya que, por
ejemplo, han facilitado el estudio de mecanismos articulados, estableciendo relaciones entre
Geometria y Cinematica tal como lo describen Manzano Mozo, Gomez Garcia y Mozo Fernandez
(2017). Al respecto, Gutiérrez, Prieto y Ortiz (2017) destacan el potencial de los SGD para
“desarrollar las capacidades de visualizaciOn y experimentacion de los estudiantes, a través de la
manipulacion de las variables y parametros asociados con los fenomenos de la realidad que son
representados por medio de modelos computacionales” (p. 39); de esta manera, se resalta las
potencialidades técnicas de los SGD para elaborar simuladores.

Otro asunto clave relacionado con el uso de los software de geometria dinamica(SGD) en las clases
de Matematica, es la resolucion de problemas que conlleven a la formulacién y validacion de
conjeturas; en este orden de ideas, Cruz y Mantica (2017) expresan que, cuando se trabaje con un
SGD, es importante que el profesor proponga problemas que no aseguren la veracidad de las
conjeturas, lo deseable es que sean los estudiantes, mediante la elaboracion y exploracién de las
construcciones geométricas y valiéndose de las herramientas disponibles en el software, quienes
reconozcan propiedades invariantes, formulen conjeturas e intenten validarlas. No obstante, pareciera
existir cierto consenso en cuanto a que la simple incorporacion de un SGD no garantiza el aprendizaje
significativo de la Geometria, ni el paso inmediato de la conjetura a la demostracion (Gonzalez Lopez,
2001; Arzarello, Olivero, Paola y Robutti, 2002) y, por ende, es fundamental el papel que juega el
docente en el disefio de tareas que favorezcan el acercamiento de los estudiantes a dos aspectos
formales del quehacer matematico: las definiciones y la demostracion.

Por ello, en el marco de una linea de investigacién en Pensamiento Geométrico y Didactica de la
Geometria, se ha venido vinculando la investigacion sobre la formacion inicial de los docentes en
Matematica con dos de los asuntos considerados clave de la Educacion Matematica: la ensefianza y
el aprendizaje de la Geometria y el uso del software de Geometria Dinamica en las clases de
Matematica (Iglesias y Ortiz, 2015).

La relevancia de estos dos asuntos lo demuestran algunas de las actividades realizadas a finales del
siglo XX y las primeras dos décadas del siglo XXI: (a) Estudio ICMI dirigido a estudiar las
perspectivas sobre la ensefianza de la Geometria para el siglo XXI, a partir de las contribuciones de
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destacados educadores matematicos, relacionadas con temas como los siguientes: Razonamiento en
Geometria, Tecnologia Computarizada y Ensefianza de la Geometria y Calidad del Personal Docente
y de la Educacidon de los Profesores (Mammana y Villani, 1998); (b) organizacion y realizacion de
eventos sobre el uso de los software de Geometria Dindmica en la ensefianza y el aprendizaje de la
Geometria, como el Iberocabri y el Congreso Latinoamericano de GeoGebra; y (c) la incorporacion
de estos temas como asuntos a ser discutidos en las tltimas ediciones del ICME, el cual es el evento
internacional de mayor importancia para la comunidad mundial de educadores matematicos.

En este sentido, ante la necesidad de comprender los aspectos cognitivos y didacticos relacionados
con los futuros docentes de Matematica cuando abordan la resolucion de problemas geométricos
usando un SGD, y, en particular, los que estan vinculados con el proceso de demostracion matematica
en ambientes de aprendizaje tecnologizados, en este trabajo se tiene como objetivo describir los usos
que le dan los futuros docentes de Matematica al software de Geometria Dinamica.

ABORDAJE METODOLOGICO

Este estudio ha sido concebido dentro de la modalidad de Investigacion de Campo (UPEL, 2006), en
la cual se pretendi6 describir los usos que le dan los futuros docentes de Matematica al software de
Geometria Dinamica, en el contexto del curso de resolucién de problemas geométricos (RPG_AC);
curso que incorpora el uso sistematico de un software de Geometria Dinamica como el Cabri II.
Asimismo, este estudio se ubica en el paradigma cualitativo interpretativo (Sabariego Puig, 2012) v,
para abordar esta investigacion, se acudié a una estrategia de estudio de caso (Yin, 2003), el cual
estuvo focalizado en el analisis de las producciones de un grupo de futuros profesores de Matematica,
quienes participaron en el curso RPG_AC, como parte de su plan de formacion especializada en la
Universidad Pedagogica Experimental Libertador, Instituto Pedagogico “Rafael Alberto Escobar
Lara” (UPEL Maracay).

Dado que, en esta investigacion se siguié un paradigma cualitativo interpretativo, la misma se
desarrollo atendiendo a las fases propuestas por Rodriguez Gémez, Gil Flores y Garcia Jiménez
(1999), las cuales se describen mas adelante junto los instrumentos empleados para recabar la
informacion requerida por los investigadores.

Cabe sefialar que los procedimientos empleados por los participantes en el curso de RPG_AC han
podido ser reconstruidos gracias a ciertas herramientas disponibles en los SGD, como la llamada
opcidn “revisar la construccion” o la opcidén “mostrar la descripcion” con las cuales se genera un
reporte de los pasos seguidos al realizar una construccioén geometrica en Cabri 1l.

En el analisis realizado se procedid a una triangulacion de datos, donde lo obtenido en las
producciones orales y escritas — los archivos Cabri, los informes de trabajo y las grabaciones de audio
— video — se confrontd, a la luz del objetivo que guiod esta investigacion, asi como los referentes
tedricos considerados.

Contexto de actuacion e informantes clave

El curso de Resolucién de Problemas Geométricos Asistido por Computadora (RPG_AC) forma parte
del componente de formacion especializada de la especialidad de Matematica en la Universidad
Pedagogica Experimental Libertador, Instituto Pedagdgico de Maracay (UPEL Maracay, Venezuela).
Este curso — entendido como una propuesta formativa en el area de Geometria y su Didactica — ha
sido asumido como un escenario para la investigacion en el area de la formacion inicial de los
profesores de Matematica y es, por esto que, esta investigacion ha estado dirigida a describir los usos
que le dan los futuros docentes de Matematica a los SGD cuando realizan determinadas tareas
matematicas, a partir del andlisis de sus producciones (informes de trabajo, archivos .fig. y
grabaciones de audio-video de ciertos episodios de ensefianza y aprendizaje).
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El curso RPG_AC se llevé a cabo durante un periodo académico, con una duracion de 16 semanas.
Dado que las clases se desarrollarian en un laboratorio de informatica y teniendo en cuenta el numero
de computadoras disponibles, el cupo se fijé en quince (15) estudiantes; lograndose inscribir un total
de trece (13) estudiantes, cuatro (4) hombres y nueve (9) mujeres, quienes se organizaron en pequefios
grupos Gi para realizar las tareas planteadas. Para los talleres n°® 1 y 2 se conformaron seis (6) grupos,
mientras que para el taller n°® 3 y el disefio de la unidad didactica con contenido geométrico, los
participantes se reorganizaron en cuatro (4) grupos (ver Tabla 1). Es importante sefialar que,
atendiendo al plan de estudio de la especialidad de Matematica en la UPEL Maracay, a los
participantes les tocaba inscribir un curso optativo de integracion y ellos decidieron inscribir el curso
RPG_AC; ademaés, algunos de ellos habian cursado los cursos obligatorios de Geometria | y
Geometria Il y habian mostrado interés hacia el estudio de la Geometria, mediante la disposicion a
realizar tareas como las descritas en Ortiz, Iglesias y Paredes (2013), en las cuales se utilizaron
materiales y recursos tales como: juego geométrico, geoplano, plantillas con diferentes tramas, papel
para plegar, tangram chino y SGD; también conocian de la existencia del Cabri Il, ya que, en los
cursos de Geometria, éste habia sido utilizado como pizarra electronica, para ilustrar como realizar
algunas construcciones geométricas con regla 'y compas.

Tabla 1. Estudiantes participantes en el curso RPG_AC y su organizacion en pequefios grupos.

Estudiante | Identificacion Sexo Taller 1 Taller 2 Taller 3 Disefio UD
1 OB F Gl Gl Gl Gl
2 ER F G6 G6 G2 G2
3 MR F G6 G6 G4 G4
4 KV M G4 G4 G3 G3
5 ZT F G5 G5 G3 G3
6 HB M G2 G2 G4 G4
7 WG M G2 G2 G2 G2
8 AG F Gl Gl Gl Gl
9 YC F G2 G2 G4 G4
10 AO F G3 G3 G2 G2
11 GG F G5 G5 Gl Gl
12 SR M G4 G4 G3 G3
13 CG F G3 G3 G2 G2

Procedimiento investigativo organizado por fases

Como hemos dicho, las fases seguidas, se han basado en las propuestas en Rodriguez Gomez, Gil
Flores y Garcia Jiménez (1999):

Fase Preparatoria: Se sustentd en la reflexion en y sobre la préctica en torno a la problematica
relacionada con la formacion docente en el area de Geometria y su Didactica, asi como la revision de
fuentes documentales relacionadas con esta tematica. Esta fase abarcé dos etapas no disjuntas: (a) la
elaboracion del proyecto de investigacion, el cual fue revisado y confrontado ante tres investigadores
activos en el ambito de la Educacion Matematica, con el propdsito de valorar su calidad cientifica y
viabilidad; (b) la planificacién de las actividades a ser desarrolladas en el curso RPG_AC.

Fase de trabajo de campo: Representd la ocasion para desarrollar las actividades didacticas
planificadas y recabar los insumos necesarios para describir los usos que le dieron los participantes
en el curso de RPG_AC a los SGD vy clasificar las justificaciones presentadas por ellos cuando
realizaron determinadas tareas.

Fase Analitica: Consistio en el andlisis cualitativo de las producciones de los participantes en el curso
RPG_AC.
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Fase Informativa: Abarcé la redaccion del reporte de investigacion que se da a conocer en este
documento.

Instrumentos de recoleccién de la informacién

Los instrumentos empleados para recabar la informacion requerida por los investigadores y
posteriormente hacer el andlisis cualitativo interpretativo han sido:

Archivos Cabri: Esto permitio llevar un registro de cada una de las construcciones geométricas
realizadas por los participantes, en funcion de las actividades propuestas en cada uno de los tres
talleres que formaron parte del curso RPG_AC, haciendo uso del Cabri Il Plus. Para cada uno de los
tres talleres que conformaron el curso RPG_AC, los participantes realizaron construcciones
geomeétricas con el Cabri Il y las guardaron — debidamente identificadas - en un pen drive, quedando
a disposicion de los investigadores para su posterior revision y analisis.

Informes de trabajo: Permitieron recoger informacién acerca del trabajo de cada uno de los
participantes cuando resolvieron un problema geométrico o realizaron una demostracion. Los
informes escritos consistieron en documentos elaborados en Word, siguiendo las actividades
propuestas en cada uno de los talleres de RPG. Para la elaboracion de los informes escritos se tomo
como base las actividades desarrolladas en el aula, discutidas con la facilitadora del curso RPG_AC
y los compafieros de clases, y la misma se complemento con el trabajo fuera del aula que realizaron
cada uno de los participantes. Cabe decir que, al inicio del curso, cada uno de ellos recibié un CD con
el Cabri Il Plus, con el propdsito de instalarlo en su computadora personal y asi facilitarle la
familiarizacion con este SGD y la realizacion de las tareas propuestas.

Grabaciones de audio y video: Permitieron llevar un registro de las exposiciones realizadas por los
participantes cuando presentaron sus producciones ante todo el grupo, como cierre de cada una de las
tareas realizadas. Para llevar a cabo tales grabaciones, se cont6 con la participacion de los propios
participantes en el curso RPG_AC, bajo la orientacion de los investigadores y haciendo uso de una
pequefia cdmara digital, con el propdsito de registrar en audio y video las intervenciones de los
profesores en formacién cuando mostraban una construccion realizada con el Cabri Il y trataban de
dar algudn tipo de justificacion en cuanto a su consistencia o validar alguna conjetura formulada. Cabe
sefialar la disposicion de los participantes a ser grabados, ya que, al inicio del curso RPG_AC, la
facilitadora les dio a conocer el proyecto, les explico como sus producciones serian, a posteriori,
objeto de analisis con fines investigativos y ellos aceptaron participar como informantes clave. Estas
grabaciones les permitieron a los investigadores complementar la informacion recabada a través de
los informes de trabajo y los archivos Cabri, ya que, en las mismas quedaban registrados comentarios
o0 intercambios de ideas que no se mostraban en las producciones escritas.

En este trabajo se tendran en consideracion las producciones orales y escritas de los participantes en
el curso RPG_AC cuando abordaron las actividades propuestas en el taller n°® 1 sobre las
construcciones con regla y compas en un ambiente de Geometria Dindmica, el cual se organizé en
funcién a seis actividades dirigidas, con la estructura: objetos iniciales y procedimiento dado, objetos
finales por construir; y seis actividades libres: objetos iniciales y finales dados, procedimiento por
establecer.

Una vez recabada la informacion correspondiente al taller n® 1, se elabor6 un inventario de las
actividades dirigidas, en atencion a los siguientes aspectos: (a) seguimiento de las instrucciones dadas
y aplicacion del procedimiento indicado, (b) justificacion de las afirmaciones realizadas, y (c) tipo de
método de construccion empleado; asi como también de las actividades libres, pero, en este caso, el
aspecto (a) fue sustituido por descripciéon del procedimiento empleado para construir la figura.
Conocido este inventario, se decidid trabajar con cinco de los seis grupos de trabajo conformados
para realizar las actividades propuestas en el taller n°® 1; uno de los equipos no fue considerado por no
disponerse de algunos archivos .fig. Seguidamente, para cada uno de los cinco grupos de trabajo, se
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procedid a llevar un registro organizado de la informacion, segun el esquema mostrado en la siguiente
tabla:

Tabla 2. Esquema seguido para organizar la informacion recabada en el taller n° 1

Tallern® 1 Integrantes del grupo de trabajo
Parte 1. Actividades dirigidas Imagen de la figura construida
Actividad n°® X: Denominacion de (copiada con la opcion
la actividad. Imprimir pantalla)
Método de construccion empleado
Instrucciones Herramientas empleadas Secuencia Observaciones
Pasos a seguir Haciendo uso de la herramienta Orden de los Realizadas por la
para construir “mostrar la descripcion”, se tiene pasos seguidos | docente en funcion a
una figura un registro de cada una de las sus intereses
geométrica herramientas empleadas por los investigativos
participantes cuando efectuaron
una construccion con el Cabri 1l.

Dado el volumen de informacion recabada y teniendo en cuenta el tipo de actividades (dirigidas y
libres), el método de construccion empleado (método de los dos lugares, método de la figura auxiliar
y método de la figura semejante) y las respuestas dadas por los participantes que involucraran algun
tipo de justificacion, se acordd trabajar con solo cuatro de las doce actividades propuestas: (a) Trazado
de una recta perpendicular en el punto medio de un segmento. (b) Division de un segmento de recta
en n partes iguales. (¢) Construccion de un triangulo dadas las longitudes de un par de lados y la
medida del angulo comprendido entre ellos. (d) Construir un cuadrado ABCD (objeto final) dado uno
de sus lados (objeto inicial).

RESULTADOS

Para ilustrar lo aqui planteado, se ha tomado como referencia la actividad dirigida n° 2, Trazado de
una recta perpendicular en el punto medio de un segmento:

1. Trace un segmento AB. (Objeto inicial)

2. Con el compés teniendo una abertura mayor que la mitad de la longitud de AB (aqui es
necesario introducir un segmento auxiliar cuya longitud representa la abertura del compas), haga
centro en los puntos A 'y B sucesivamente y trace arcos de circunferencia que se corten en los puntos
CyD.

3. Trace la recta determinada por los puntos C y D. La recta CD se denomina mediatriz del
segmento AB. (Primer objeto final)

4. Determina el punto de interseccion P de la recta CD con el segmento AB. Tal punto de
interseccion es el punto medio del segmento AB. (Segundo objeto final)

5. ¢Como puedes garantizar que la recta CD es la mediatriz del segmento AB? O, en otras
palabras, ¢como puedes garantizar que P es punto medio del segmento AB y que la recta CD es
perpendicular al segmento AB en P?

Una vez analizados los informes escritos y los archivos Cabri, se identificaron las siguientes
regularidades:

e Siguen paso a paso el procedimiento indicado, usando las herramientas disponibles en el Cabri
Il segun lo requerido; es decir, se observa una correspondencia entre los pasos del
procedimiento de construccién dado y las herramientas empleadas por los participantes en el
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curso RPG_AC. Introducen un segmento auxiliar, el cual debe tener una longitud r mayor a
la mitad de la longitud del segmento AB; tal longitud r representa la abertura del compas y
permitia construir una circunferencia con centro en A (o en B) y radio r. Uno de los equipos
(grupo n° 2) traz6 el segmento AB, ubico el punto P (punto medio del segmento AB), midié
la distancia entre los puntos A y Py, luego, introducen un segmento auxiliar y miden su
longitud para garantizar que sea mayor que AP. Los restantes equipos garantizaron esta
condicion por estimacion, sin que mediara la verificacion empirica. En esta actividad, el Cabri
fue empleado basicamente para efectuar una construccién con regla y compas en un ambiente
de geometria dinamica (AGD).

e Parecieran utilizar esquemas de argumentacion facticos, cuando reconocen relaciones
existentes entre los diferentes objetos que conforman esta construccion con regla'y compas en
un AGD: los segmentos AC y AD son radios de la circunferencia C1 (A, r); los segmentos BC
y BD son radios de la circunferencia C, (B, r); C1 (A, r) y Cz (B, r) son circunferencias
congruentes.

e Partiendo de las relaciones previamente establecidas entre distintos objetos geométricos,
procuran seguir una cadena logico-deductiva, sustentada en definiciones y propiedades
conocidas, con lo cual, se tendria un predominio de los esquemas de argumentacion analiticos.

e Entre las ideas principales para realizar la demostracion que la recta CD es la mediatriz del
segmento AB, se destacan: (a) probar que el cuadrilatero ACBD es un rombo, para asi
establecer que sus diagonales AB y CD se bisecan en P y son perpendiculares entre si; (b)
dado que los puntos C y D equidistan de los extremos del segmento AB, aplican el teorema
de caracterizacion de la mediatriz de un segmento; (c) por congruencia de triangulos.

En las actividades libres correspondientes al taller n® 1, los participantes en el curso RPG_AC tenian
que establecer (aplicar y describir) un procedimiento que les permitiera construir con regla y compas
cierto objeto, a partir de las condiciones dadas. Por ejemplo, en la actividad libre n° 2, Construccion
de un triangulo dadas las longitudes de un par de lados y la medida del angulo comprendido entre
ellos, se establecia lo siguiente: Observa la siguiente figura y describe el procedimiento para construir
un triangulo, conocidas las longitudes de un par de lados y la medida del &ngulo comprendido entre
ellos. ;Como construir el triangulo ABC conocidas las longitudes de los lados AB y AC y la medida
del &ngulo BAC?

Figura 1.Construccion de un tridngulo dadas ciertas condiciones.

La actividad libre n°® 2 se realiz6 por el método de la figura auxiliar, ya que, la idea principal es
construir un tridngulo A’B’C’ congruente con el tridngulo ABC (dado como figura auxiliar),
destacando la informacion conocida: las longitudes de los lados AB y AC y la medida del angulo
BAC. Al revisar los insumos disponibles (informes y archivos .fig.), se observo que:

En la descripcion del procedimiento empleado para construir el tridngulo A’B’C’
(independientemente de la consistencia de la construccién realizada), se considera que los cinco

27



Iglesias. M. y Ortiz, J.

grupos G; usaron un vocabulario apropiado y acorde con los contenidos geométricos como se ilustra
a continuacion:

e Gi: Deseamos copiar un tridangulo conociendo la longitud de dos lados y el angulo que forman
dichos lados. Para ello debemos tomar un punto A’ por el cual trazamos una paralela al
segmento AB del tridngulo original. Luego, con el compas tomamaos la longitud del segmento
AB y haciendo centro en A’ trazamos el arco de circunferencia que corta a la recta
determinado en B’. Seguidamente, trazamos una recta paralela al segmento AC que pase por
el punto A’, con el compds, tomando la longitud AC y haciendo centro en A’ trazamos el arco
de circunferencia donde se intersecte con la recta A’C’. Por ultimo, trazamos el segmento
B’C’, y asi hemos logrado construir el tridngulo A’B’C’ que es congruente con el tridngulo
ABC.

e G2 (1) Se forma el angulo con vértice en A, Llamaremos L1 y L2 a las semirrectas para
diferenciarlas. (2) Utilizando el compés, con abertura AB y haciendo centro en A se traza la
circunferencia que corta a la semirrecta L1 en el punto B. (3) Utilizando nuevamente el
compas ahora con abertura AC y haciendo centro en A se traza la circunferencia que corta a
la semirrecta L2 en el punto C. (4) Por ultimo se trazan los segmentos AC, AB y CB para
obtener el triangulo.

e Ga: (1) Marcar un punto A cualquieray trazar una recta paralela de cada uno de los segmentos
dado interceptandose en dicho punto A obteniéndose asi la misma abertura del angulo dado.
(2) A continuacion, con el compas marca en cada uno de los lados del angulo dado las medidas
de los dos lados conocidos (uno en cada lado) y traza las circunferencias respectivamente
haciendo centro en A, hallandose los puntos C y B. (3) Luego une los puntos de interseccion
de la circunferencia con la recta y se obtiene el AABC.

e (G4: Para esta construccion, tomemos primeramente la longitud de cualquier segmento, en este
caso tomaremos la longitud del AB y trazaremos la circunferencia determinada por este
segmento, ahora determinemos la recta paralela al AB que pase por el centro de la
circunferencia, luego denote el radio AB coincidente con la recta paralela; traslade la longitud
del AC para realizar una circunferencia con centro en el punto A, ahora determine la recta
paralela al AC y denote el radio AC coincidente con la recta paralela al AC. Por altimo, al
unir los puntos B y C, se tiene el triangulo ABC construido dadas las longitudes de un par de
lados y la medida del &ngulo comprendido entre ellos.

Los grupos n° 1, 3, 4 y 5, inician la construccion construyendo la figura auxiliar (A ABC) y resaltan
las condiciones lado — angulo — lado; sin embargo, el grupo n°® 2 no toman en cuenta la figura auxiliar,
ya que, trazan los segmentos AB y AC, pero no toman en cuenta la medida del < BAC. Al seguir el
procedimiento abajo indicado fue posible construir un triangulo A’B’C’ que satisfacia solo dos de las
tres condiciones requeridas: AB = A’B’ y AC = A’C’. Cabe preguntarse ;como se garantiza que <
B’A’C’ es congruente con < BAC? Por ende, esta construccion con regla y compdés es inconsistente,
porque no permite “copiar” al angulo comprendido entre los lados AB y AC.

Los grupos n° 1, 3 y 4 realizaron construcciones consistentes con regla y compas, debido a que
copiaron el angulo dado (< BAC), trazando, por el punto A’, rectas paralelas a los segmentos AB y
AC. Cabe sefalar que, durante el desarrollo de este taller, se habia discutido como copiar un angulo
haciendo uso de las propiedades de las rectas paralelas cortadas por una secante.

El grupo n° 5 realizd una construccion inconsistente, a pesar que la inicié tomando en cuenta la figura
auxiliar (ver Figura 2): ubican un punto A’ y un punto P y trazan el segmento AP y trazan una
circunferencia con centro en A’ y radio AB que corta al segmento A’P en un punto O. Asi, A’O =
AB. Luego trazan una circunferencia con centro en O y radio arbitrario r y determinan el punto D de
interseccion de ambas circunferencias. De esta manera, se cumple que: A’'D=A’0=ABy OD =r.
Proceden a marcar al angulo DA’O. ;Cémo con estd construccion garantizan que el angulo DA’O es
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congruente con el angulo CAB? Trazan otros segmentos A’C’ y A’B’ no necesariamente congruentes
con AC y AB respectivamente y proceden a copiarlos sobre los lados del angulo DA’O.

Figura 2. Construccion inconsistente realizada por el grupo n® 5

Los cinco grupos describen el procedimiento de construccion empleado y utilizan el Cabri Il Plus,
pero no dan justificacion alguna del por qué el triangulo A’B’C’ es congruente con el triangulo ABC;
para los investigadores posiblemente los estudiantes se limitaron a efectuar lo establecido en el
enunciado de la actividad: ¢Como construir el triangulo ABC conocidas las longitudes de los lados
AB y AC y la medida del &ngulo BAC? Es preciso tener en consideracion que, en las actividades
dirigidas, se formulaban ciertas preguntas que exigian a los profesores en formacion establecer
relaciones entre los objetos geomeétricos que intervenian en cada uno de las construcciones y dar algin
tipo de justificacion: (Como garantizar que el objeto construido, a partir de las condiciones iniciales
y el procedimiento de construccion empleado, es el esperado? Pareciera que esta manera de entender
las construcciones con regla y compas — como medio para sustentar la demostracion de propiedades
geométricas — no fue asumida en cualquier caso por los participantes en el curso de RPG_AC o, por
lo menos, cuando no fue requerido en forma explicita en el curso.

Una vez realizadas las actividades dirigidas y libres que conformaban el taller n° 1, cada uno de los
grupos — a solicitud de la facilitadora — seleccion6 dos construcciones, las cuales deberian elaborar,
describir y presentar en una préxima sesion de clases (actividad extra). Con esta actividad, se
pretendia que los profesores en formacion gestionaran una actividad dirigida a la construccion
consistente con regla y compas de una figura geométrica, lo cual significaba describir el
procedimiento empleado, utilizar las herramientas disponibles en el Cabri Il y dar una justificacion
gue convenciera a la audiencia sobre la consistencia de la construccion seleccionada; para los fines
investigativos, se decidié analizar una sola construccion por equipo de trabajo. Ademas, cabia la
posibilidad que, en el proceso de busqueda de informacién sobre las construcciones con regla y
compas, indagaran sobre el procedimiento a seguir para construir la figura seleccionada; por ello, en
esta actividad se valoré la justificacion dada en forma escrita u oral.

Dado que los equipos n® 1 y 2 seleccionaron la construccion de un trapecio isosceles, lo cual permitio
contrastar el procedimiento empleado, las herramientas empleadas y las justificaciones dadas, se
tendran en cuenta para ilustrar el analisis llevado a cabo de tales construcciones extras (Tablas 3y 4).

El grupo n° 1 no presento por escrito la justificacion; durante la exposicidn, teniendo ya construida la
figura, utilizando la opcion “revisar la construccidén”, mostrd, paso a paso, el procedimiento
empleado; sin embargo, en forma oral y ante la pregunta ;como garantizas que el cuadrilatero AFCB
es un trapecio isdsceles? Reconocieron que, por construccion, el segmento AF esta contenido en la
recta Lz y esta es paralela al segmento BC y, por ello, los lados opuestos AF y BC del cuadrilatero
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AFCB son paralelos y, por definicion, es un trapecio. Faltaba probar que los lados no paralelos AB y
FC eran congruentes. Para probarlo establecieron por el criterio de congruencia de triangulos LAL
que los tridngulos ABD y FCE son congruentes, ya que, por construccion, se tiene que BD = CE y <
ADB y < FEC son rectos; ademas, AD = FE (distancia entre rectas paralelas). Y, por PCTC,

establecieron que AB = FC (ver Figura 3).

¢, Cabri Geometry T Plus - [TRAPECIO.fig)
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Figura 3. Trapecio isosceles construido por el grupo n° 1

Tabla 3. Actividad extra realizada por el grupo n° 1: Construccion de un trapecio isosceles

Procedimiento de construccion

Herramientas empleadas

1. A ByCsontres puntos distintos | A Punto
no alineados. Se trazan los segmentos AB | B Punto
y BC y luego se marca el angulo ABC. Segmento: A, B
C Punto
Segmento: B, C
@ angulo: A, B, C
2. Desde el punto A se traza una Li Recta (Recta perpendicular): A, BC
recta perpendicular al segmento BC que | D Punto (Punto(s) de interseccidn): L;, BC
lo corta en el punto D. Se traza el Segmento: B, D
segmento BD.
3. Con el compas, se traza una Ci Circulo (Compés): C, BD
circunferencia con centro en C y radio E Punto (Punto(s) de interseccidon): Ci, BC
BD que corta al segmento BC en el punto
E.
4. Por E se traza una perpendicular | L. Recta (Recta perpendicular): E, BC
al segmento BC
5. Por el punto A se traza una Ls Recta (Recta paralela): A, BC
paralela al segmento BC que cortaa L; F Punto (Punto(s) de interseccidn): Lo, L

enF

6. Se traza el segmento FC y se
marcan los angulos ADB y FEC. El
cuadrilatero AFCB es un trapecio.

Segmento: F, C
angulo: A, D, B
angulo: F, E, C
Poligono: A F,C, B
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El grupo n°® 2 utilizé la opcioén “revisar la construccion” para dar a conocer, paso por paso, el
procedimiento empleado; seguidamente, usando el esquema de afirmaciones y razones, presento la
siguiente justificacion (tomada del informe escrito):

Los segmentos AE y EB son congruentes; por ser E punto medio.

C3y C4 son congruentes; por ser circunferencias de radios congruentes, afirmacion 1.

AG y AE son congruentes; por ser radios de C3.

BF y EB son congruentes; por ser radios de C4.

AG y BF son congruentes; afirmaciones 2, 3y 4.

El 4angulo HEB es recto (mide 90°); por ser la recta la mediatriz del segmento AB

El angulo DHF es recto (mide 90°); por ser la recta la mediatriz del segmento GF.

Los segmentos GFyAB son paralelos; si en dos rectas cortadas por una secante los angulos
alternos externos son congruentes, entonces las rectas son paralelas, afirmacion 6y 7.

9. El cuadrilatero ABFG es un trapecio isosceles; afirmaciones 5y 8 (Ver Figura 4).

Nk~ wNE

Tabla 4. Actividad extra realizada por el grupo n° 2: Construccion de un trapecio isésceles
Procedimiento de construccion Herramientas empleadas

1. Setrazael segmento AB A Punto
B Punto
Segmento: A, B
2. Trazar una circunferencia con C1 Circulo: A, B
centro en Ay abertura AB (C1)
3. Trazar una circunferencia con Cc2 Circulo: B, A

centro en B y abertura AB (C2)
4. Marcar los puntos de interseccion D
entre C1y C2 (puntos C y D) C

Punto (Punto(s) de interseccidén): C1, C2
Punto (Punto(s) de interseccidon): C1, C2

5. Se traza la recta que pasa por los Recta: D, C
puntos C y D (mediatriz del segmento AB)

6. Marcar el punto de corte entre la E
recta y el segmento AB (PUNTO MEDIO

‘6E,’)

Punto (Punto(s) de interseccién): , _

7. Trazar una circunferencia con C3 Circulo: A, E
centro en A 'y abertura AE (C3)

8. Trazar una circunferencia con C4 Circulo: B, E
centro en A 'y abertura BE (C4)

9. Marcar los puntos de corte de C3 G Punto (Punto(s) de interseccion): C2, C3
con C2y de C4 con C1 respectivamente F Punto (Punto(s) de interseccion): C1, C4
(superiores en este caso) punto Gy F

10. Trazar los segmentos GF, FB, AG Segmento: G, F
y de esta manera se obtiene el trapecio Segmento: F, B
isdsceles ABFG. Segmento: A, G

H Punto (Punto(s) de interseccion): CD, GF

angulo: H, E, B
Punto (Punto(s) de interseccién): C2, C3
Punto (Punto(s) de interseccion): C1, C4
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Figura 4. Trapecio is6sceles construido por el grupo n° 2

Notese que, dada una de las bases del trapecio (el segmento AB), aplican lo visto en la construccion
dirigida n° 2 y trazan su correspondiente mediatriz (la recta CD) y ubican su punto medio (el punto
E) y, partiendo de este hecho, inician la demostracion (ver afirmacion n° 1). Ademaés, utilizan
relaciones existentes entre los objetos que conforman esta construccion: dos segmentos son
congruentes por ser radios de una misma circunferencia o dos segmentos son congruentes por ser
radios de circunferencias congruentes (afirmaciones 2, 3y 4); esto les permite asegurar que AG = BF

en (5). Seguidamente, afirman en (7) que la recta CD también es la mediatriz del segmento GF Y, por
ello, < DHF es recto. Sin embargo, cabe preguntarse lo siguiente: dado que H es el punto de

interseccion de la recta CD con el segmento GF, H pertenece a la recta cD y, por tanto, aplicando el
teorema de caracterizacion de la mediatriz de un segmento, H equidista de los puntos Ay B ¢{como
garantizan que el punto H también equidista de G y F? Esto no ha sido demostrado, pero sirve de
sustento para aplicar el teorema ACP y demostrar que los lados AB y GF son paralelos: “Se dan dos
rectas cortadas por una secante. Si dos angulos correspondientes son congruentes, entonces dos
angulos alternos externos son congruentes y las rectas son paralelas”. Posiblemente la conviccion que

la recta CD es también mediatriz del segmento GF los lleva a asumir esta proposicion y seguir la
demostracion.

Se considera que los grupos n° 1 y 2 describen el procedimiento con un vocabulario apropiado y
emplean las herramientas que se corresponden con cada uno de los pasos indicados; dado que
elaboran una cadena logico-deductiva, a partir de las relaciones existentes entre los objetos
geométricos que intervienen en la construccion, pudiera decirse que los integrantes de ambos grupos
siguen un esquema de argumentacién analitico, apoyado en un esquema de argumentacion factico.

LOGROS Y HALLAZGOS

Considerando las producciones de los equipos en el Taller n° 1 sobre construcciones con regla y
compas en ambientes de geometria dinamica (AGD) y el objetivo de esta investigacion, seguidamente
se presentaran algunos hallazgos preliminares; asi, como se presenta en la Tabla 5, en cuanto al uso
técnico (UT) del Cabri I, los profesores en formacion emplearon las herramientas correspondientes
con lo descrito en el procedimiento de construccion con reglay compas (UT.1), asi como para mejorar
la apariencia de la figura en pantalla (UT.3). En cuanto al empleo de herramientas que le permitieran
verificar relaciones existentes entre los objetos geométricos que conforman una construccion (UT.2),
se limitaron a medir angulos o la longitud de un segmento; el mend propiedades no fue empleado.

32



Usos del software de geometria dindmica en la formacion inicial de profesores de matematicas

Tabla 5. Usos que los profesores en formacion le dieron al Cabri 1l en el Taller n® 1

Usos del Indicadores Gl | G2 | G3|G4|G5] (M
Cabri 1l
1. Empleo de las herramientas 3 3 3 /13| 3 |AD
correspondientes con lo descrito en el 3 3 3 3 13
procedimiento de construccidn con regla y compas. 3 1 3 311 |AL
3 3 3 133
3 3 3 13| 3 |AE
2. Empleo de herramientas que le permitieran 1 2 1 1|1 ]|AD
Uso Técnico verifigar_ relaciones existentes entre los opj}etos 1 1 1 111
(UT) geométricos que conforman tal construccion. 1 1 1 1 |1 ]AL
2 2 1 1 1
2 2 31 2|1 |AE
3. Empleo de herramientas para mejorar la 3 3 3 3] 3 |AD
apariencia de la figura en pantalla. 3 3 3 3 13
3 3 3 [ 3]3 AL
3 3 3 133
3 3 3 13| 3 |AE
1. Construccién 3 3 3 3| 3 |AD
3 3 3 133
3 1 3 3 1 | AL
3 3 3 133
3 3 3 13| 3 |AE
2. Exploracion 3 3 3 3|3 |AD
3 1 3 133
3 1 3 [ 3]1]AL
Uso 3 3 3 3|3
Heuristico 3 3 3 3 | 3 |AE
(UH) 3. Formulacién de conjeturas 1 1 1 1|1 |AD
1 1 1 111
1 1 1 1] 1 AL
1 1 1 111
1 1 1 1|1 |AE
4. Validacion 2 3 2 312 |AD
2 2 1 1313
1 1 1 1] 1 AL
2 2 1 113
3 3 3 13| 2 |AE

Nota: (*) AD: Actividad dirigida; AL: Actividad libre; AE: Actividad extra

Posiblemente, esto se haya debido a que, en las actividades planteadas en el Taller n°® 1, en el
procedimiento dado en el curso (actividades dirigidas) o el descrito por los participantes (actividades
libres y actividad extra) quedaban establecidas estas relaciones o estaban garantizadas por las
herramientas de construccién empleadas. Se ha empleado una escala cualitativa de alto (3), medio (2)
y bajo (1) para valorar el uso técnico del Cabri Il en funcion de los tres indicadores establecidos, es
decir: UT.1, UT.2 y UT.3. En el cuadro 8 se aprecia que el uso menos frecuente en los grupos de
futuros profesores fue el uso referido a la verificacion de relaciones (UT.2), lo cual coincide con lo
encontrado por Cruz y Mantica (2017).

En relacion con el uso heuristico, los cinco grupos lograron construir la figura solicitada, a partir de
las condiciones iniciales (UH.1), asi como reconocer relaciones entre los objetos que la conformaban,
especialmente establecieron relaciones de congruencia entre radios de una misma circunferencia o
entre radios de circunferencias congruentes (UH.2). No formularon de forma explicita conjetura
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alguna (UH.3), se considera que si lo hicieron en forma implicita porque asumieron ciertas
propiedades que satisfacian las figuras, sin adn haber sido validadas, para avanzar en las
justificaciones dadas (UH.4). Es decir, los participantes estuvieron ubicados en las acciones
heuristicas propuestas por Perry, Camargo, Samper y Rojas (2006), aunque los usos de formulacion
de conjeturas y validacion estuvieron relativamente débiles.

Estos dos diferentes tipos de uso de un SGD se complementan entre si; por ejemplo, el uso de las
herramientas de verificacion de relaciones y medidas resulta atil en la exploracion de una
construccion geométrica y la identificacion de patrones y regularidades (las Ilamadas caracteristicas
geomeétricas invariantes). Por ende, se considera que es clave que los usuarios de un SGD estén
familiarizados con el entorno informético y conozcan las herramientas disponibles y sus utilidades,
para asi centrar su atencion en las acciones heuristicas (construir, explorar, formular conjeturas y
validarlas), las cuales estan estrechamente vinculadas con el proceso de resolucién de problemas
geomeétricos.

Finalmente, se deberia reflexionar sobre la necesidad de propiciar en el aula los intercambios
profesor-estudiantes y estudiantes-estudiantes, con el prop6sito de crear un ambiente que incentive
los usos heuristicos del software de geometria dindmica, lo cual podria incidir en un fortalecimiento
del esquema construir —>explorar-> conjeturar->validar con méas provecho para la formacion
matematica y didactica de los futuros profesores y sus potenciales estudiantes.
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