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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar la resolucion de una pregunta de
Olimpiada Matematica sobre el area de figuras planas utilizando el software
GeoGebra, observando el razonamiento geométrico y las relaciones
establecidas entre concepto e imagen por los estudiantes, con base en la Teoria
de los Conceptos Figurativos. La metodologia utilizada en este trabajo fue el
estudio de caso, buscando observar y describir las estrategias y dificultades de
los estudiantes en su resolucion. Para este estudio se realizd una reunion virtual
en la plataforma Google Meet, debido a la pandemia COVID-19, con un grupo
de 20 estudiantes de segundo afio de secundaria. Como resultado, el problema
planteado en el estudio se logra resolver mediante la exploracion de la
visualizacion y manipulacion dentro del entorno del software GeoGebra.

Palabras clave: Teoria de los Conceptos Figurativos; Geometria Plana;
GeoGebra; Razonamiento geométrico; Visualizacion.

The Theory of Figural Concepts and GeoGebra: concept and
visualization in Dynamic Geometry

Abstract

The objective of this work is to present the resolution of a Mathematical
Olympiad question on the area of flat figures using the GeoGebra software,
observing the geometric reasoning and the relations established between
concept and image by the students, based on the Theory of Figural Concepts.
The methodology used in this work was the case study, seeking to observe and
describe the strategies and difficulties of students in their resolution. For this
study, a virtual meeting was held on the Google Meet platform, due to the
COVID-19 pandemic, with a group of 20 students from 2nd year high school.
As a result, the problem raised in the study is solved by exploring visualization
and manipulation within the GeoGebra software environment.
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INTRODUCCION

La geometria, como rama de las matemaéticas, también utiliza el razonamiento 16gico-
deductivo. Sin embargo, en diversas situaciones que conciernen a la comprension de sus
conceptos, aspectos cognitivos como la intuicion, la imaginacion creativa e incluso el uso
de herramientas graficas y digitales que abordan sus caracteristicas no son adecuadamente
explorados en el proceso de construccién del conocimiento, aun sabiendo que el
tratamiento de las figuras geométricas obedece a un sistema axiomatico previamente
establecido.

La visualizacion geométrica y comprension de las entidades geométricas con el fin de
relacionarlas con el mundo que nos rodea, asi como las dificultades que presentan los
estudiantes, ha sido objeto de estudios y varios autores ya han desarrollado trabajos sobre
el tema, como Fischbein (1993), Pais (1996), Gutiérrez (1992), Alves, (2019), Costa
(2020), entre otros.

Fischbein (1993), en su trabajo The Theory of Figural Concepts (La Teoria de los
Conceptos Figurativos) sefiala que la geometria utiliza entidades mentales, las Ilamadas
figuras geométricas, que tienen caracteristicas conceptuales y figurativas. Es decir, para
entender la Geometria a partir de estas entidades mentales, uno debe entender la
asociacion entre tales caracteristicas. Costa (2020, p. 153) refuerza que “el elemento de
la imagen estimula nuevas orientaciones del pensamiento geométrico, pero existen
restricciones ldgicas y conceptuales que controlan el rigor formal del proceso”.

Es un hecho que muchos estudiantes, al enfrentarse a problemas de Geometria, en general,
presentan dificultades, ya que la construccién del razonamiento geométrico requiere que
se establezca una relacién entre definicion e imagen mental a varios conceptos previos, y
no de manera fragmentada, con el mero uso de formulas, algoritmos o teoremas
prefabricados y retenidos en la memoria del individuo (Becker, 2009; Leivas y Cury,
2010; Lorenzato, 1995; Pavanello, 1993; Fonseca et al., 2001). La relacion entre concepto
e imagen, en este punto, se vuelve fundamental para la construccién del razonamiento en
Geometria.

En este sentido, se buscd desarrollar habilidades para la construccién del razonamiento
geométrico de los estudiantes, a través del aporte del software GeoGebra como facilitador
del proceso de comprension de la Geometria, siendo un aporte a la visualizacion y
percepcion.

GeoGebra es un software de acceso libre y es un recurso que se suma al aprendizaje del
alumno y a la metodologia del docente, siendo eficiente en la presentacion de contenidos
de asimilacién compleja. El entorno GeoGebra permite la visualizacion y manipulacién
de sus elementos y construcciones. Segun Alves y Borges Neto (2012), la exploracién de
GeoGebra como instrumento tecnoldgico permite visualizar situaciones inimaginables,
cuando se restringe al lapiz y el papel. Por lo tanto, el software tiene el potencial de
estimular la intuicion y el razonamiento geométrico del estudiante, permitiendo la
deduccidn y la interaccion a través de la experimentacion del contenido.

De lo anterior, la pregunta es: ;,como podria GeoGebra posibilitar la comprensién de
cuestiones relacionadas con la geometria plana, trabajando la relacién entre concepto,
imagen y concepto figurativo para el desarrollo de la visualizaciébn geométrica en el
alumno?

Para responder a esta pregunta, el objetivo de este trabajo es presentar la resolucién de
una pregunta de Olimpiada Matematica sobre el area de figuras planas utilizando el
software GeoGebra, observando el razonamiento geométrico y las relaciones establecidas
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entre concepto e imagen por los estudiantes, con base en la Teoria de los Conceptos
Figurativos, para ayudarlos a desarrollar una vision méas amplia de la geometria, en un
enfoque no tradicional.

Para lograr el objetivo de este trabajo, la metodologia adoptada fue la investigacion
cualitativa, del tipo estudio de caso, con el fin de observar los experimentos y analizarlos
desde la perspectiva de la Teoria de los Conceptos Figurativos, de Efraim Fischbein.
Segln Yin (2001), los resultados de un estudio de caso poden ser utilizados para probar
una teoria bien formulada, ya sea para confirmarla, para refutarla o incluso para ampliar
las discusiones sobre esta teoria.

La observacion se realizd con un grupo de veinte estudiantes de segundo afio de
secundaria (16-17 afios) de una escuela publica en el estado de Ceard, Brasil, en un
encuentro virtual sincroénico, utilizando la plataforma Google Meet, debido al escenario
de la pandemia del Nuevo Coronavirus (COVID-19). La recoleccion de datos se realiz6
a través de registros fotogréaficos de los estudiantes, grabacion de la reunion y grabacion
de los didlogos que tuvieron lugar en la plataforma de chat.

Con base en lo anterior, los siguientes apartados traen la relacion entre la visualizacion
geométrica desde la perspectiva de los autores antes mencionados y GeoGebra, una
profundizacion de la Teoria de los Conceptos Figurativos, los procedimientos
metodoldgicos, resultados y discusion, asi como las consideraciones de los autores.

MARCO TEORICO
Visualizacion geométrica y GeoGebra

En este apartado se discute el punto de vista de los autores que sustentan el marco tedrico
de este trabajo, siendo estos Fischbein (1993), Piaget e Inhelder (1993), Pais (1996),
Gutiérrez (1992), Kaleff (2003), Leivas y Cury (2010), Jeannotte y Kieran (2017) y Costa
(2020), reforzando aspectos de visualizacion geométrica y pensamiento matematico y
geométrico, asi como Iglesias y Ortiz (2018), Alves (2019), Santiago, Alves y Maia
(2021), trayendo los beneficios de su desarrollo con el aporte del software GeoGebra.

Jeannotte y Kieran (2017, p. 7), con respecto al razonamiento matematico, lo definen
“como un proceso de comunicacion con los demds o con uno mismo, que permite inferir
enunciados matematicos a partir de otros enunciados matematicos”. Asi, se tiene en
cuenta que un aspecto estructural organiza la linea de pensamiento l6gico-matematico
formal a partir de estructuras logicas como la deduccion, induccién, analogia,
generalizacion, entre otras.

Sobre el razonamiento en geometria, Piaget e Inhelder (1993) afirman que consiste en un
conjunto de procesos cognitivos en los que se construyen y manipulan representaciones,
relaciones y transformaciones mentales. La representacion espacial, por ejemplo,
constituye un sistema complejo de concepciones, que van mas alla de la percepcion del
individuo en general, siendo el espacio algo subjetivo, una interpretacion de la realidad y
no necesariamente una reproduccion de esta.

Sin embargo, el pensamiento geométrico no se forma de la misma manera en todas las
personas. Segun las ideas de Van Hiele, existe una jerarquia de cinco niveles de
comprension de las ideas espaciales, que describen los procesos de pensamiento
utilizados en contextos geométricos: visualizacién, analisis, deduccion informal,
deduccién y rigor (Van de Walle, 2009, como citado en Leivas y Cury, 2010).
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Ya para Pais (1996) hay cuatro elementos considerados fundamentales y que influyen
directamente en el aprendizaje de la Geometria Euclidiana, ya sea plana o espacial, que
son el objeto, el concepto, el dibujo y la imagen mental. Respecto a estos cuatro
elementos, es crucial agregar la semantica presente en el lenguaje geométrico dentro de
los problemas. Asi, todavia segun el autor, tales objetos y sus respectivas representaciones
dibujadas interfieren en el razonamiento procedimental y en la construccion del
conocimiento geométrico del alumno.

Fischbein (1993) reitera que los objetos geométricos tienen dos componentes esenciales,
el concepto y la imagen, que conciben el aprendizaje de la geometria de manera
significativa. Ademas, el paso de la etapa de experimentacion a la abstraccion requiere
un equilibrio entre dichos componentes, que a su vez puede ser proporcionado por el uso
de softwares matematicos, como es el caso de GeoGebra, presentado en este trabajo.

Aln en la perspectiva de Fischbein (1993), las figuras geométricas constituyen una
entidad mental, elaborada a partir de un razonamiento geométrico, en la que una figura
es diferente tanto de su definicién formal como de su imagen mental y a su vez se sustenta
en una percepcion sensorial de una determinada representacion particular.

En cuanto a Gutiérrez (1992), él considera que la visualizacion en Geometria es
fundamental, ya que dicha habilidad, cuando no se desarrolla, genera dificultades para
que el alumno exprese su pensamiento geométrico, incluso para comprender situaciones
que se presentan en temas de libros de texto, entre otras situaciones. En este sentido,
Kaleff (2003, p. 14) cita también los estudios de Van Hiele en que “la visualizacion, el
analisis y la organizacion informal (sintesis) de las propiedades geométricas relacionadas
con un concepto geométrico son pasos preparatorios para comprender la formalizacion
del concepto”. La preocupacion por la visualizacion en geometria es citada por la autora,
a partir de una investigacion en Educacion Matematica que "(...) sefialo la importancia de
fomentar el desarrollo de las habilidades visuales en los entornos educativos” (Kaleff,
2003, p. 15).

Costa (2020), a partir de su analisis de los estudios de los autores Fischbein, Duval y Pais,
sefiala que el pensamiento geométrico es una habilidad mental en la construccion del
conocimiento geométrico, con el fin de aplicar coherentemente la geometria en la
resolucion de problemas. Asi, el autor reitera que el pensamiento geométrico es
fundamental "para comprender la naturaleza de los fendmenos e inferir sobre ellos, para
identificar y percibir la Geometria como herramienta para comprender el mundo fisico y
como modelo matematico para comprender el mundo tedrico™ (Costa, 2020, p. 177).

Con respecto a esta comprension del mundo que nos rodea a partir de la visualizacion
geométrica, Alves (2019) afirma que con el software GeoGebra, los estudiantes pueden
desarrollar una capacidad de andlisis global y local de propiedades extraidas del entorno
computacional y geométrico. EI mismo autor también reitera que en base a las
potencialidades del GeoGebra, el docente, al utilizarlo, puede incentivar la implicacion
del alumno en una exploracion dinamica de propiedades numéricas y geométricas,
desarrollando la visualizacién, percepcion e intuicion, imprescindibles para la evolucion
del aprendizaje del alumno (Alves, 2019).

Los autores Santiago, Alves y Maia (2021) argumentan que el GeoGebra como recurso
didactico es capaz de proporcionar al alumno la asimilacion de nuevas estrategias en
cuanto a la resolucion de problemas geométricos, en particular de las pruebas de
Olimpiadas Matematicas, a través del modelado de situaciones-problema y su respectiva
visualizaciéon y manipulacion dentro del entorno del software.
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Para Iglesias y Ortiz (2018), los softwares de Geometria Dindmica, incluido GeoGebra,
favorecen la elaboracion de construcciones geométricas, asi como su exploracion a traves
de la herramienta “mover un objeto”, entre otras posibilidades de manipulacion dentro
del software, permiten el reconocimiento de propiedades invariantes cuando un objeto
sufre una transformacion, ya que el software permite descubrir relaciones entre los objetos
gue componen una construccion geométrica.

Asi, la Geometria Dinamica tiene un gran impacto en el papel que juega para las
demostraciones en Matematicas, especialmente en Geometria, como la verificacion, ya
que una proposicion dada, cuya veracidad no es obvia a partir de unas pocas figuras
estaticas, puede ser verificada mediante una variedad de representaciones obtenidas por
la computadora (King y Schattschneider, 2003).

Sobre la base de lo que se ha dicho sobre visualizacion geométrica, pensamiento
geomeétrico, asi como el uso del software GeoGebra en el desarrollo de los estudiantes, la
siguiente seccion analiza la Teoria de los Conceptos Figurativos, que muestra cémo el
concepto y la imagen se relacionan dentro del dominio de la Geometria, como, asi como
la comprension de la definicion del concepto figural, en la perspectiva de Fischbein
(1993).

La Teoria de los Conceptos Figurativos

Fischbein (1993), al abordar la Teoria de los Conceptos Figurativos en su tesis, afirma
que en Geometria existen relaciones que, de hecho, no dependen de dibujos esquematicos,
sino que vienen impuestas por teoremas y definiciones logicas. El autor destaca que las
propiedades de las figuras geométricas se imponen o derivan de definiciones dentro del
dominio de un sistema axiomatico, siendo una figura geométrica de caracter conceptual.

Bishop (1983) aporta una idea que complementa la de Fischbein, cuando sugiere dos
componentes espaciales que serian especialmente relevantes para el aprendizaje de la
geometria. El primero es la capacidad de interpretar la informacion figurativa, lo que
implica la comprension de representaciones visuales. El segundo se refiere a la capacidad
de procesamiento visual. Implica la manipulacion y transformacion de representaciones
e imagenes visuales, ademas de la traduccion de relaciones presentes en las
representaciones visuales observadas.

La imagen que el sujeto extrae de un objeto es lo que se puede construir a partir de sus
propias acciones realizadas sobre el objeto. Para formas complejas, la percepcion puede
fallar en realizar una sintesis y coordinacion de datos perceptuales que se basa en el
razonamiento. Para construir una imagen mental, es necesario anticipar posibles
caracteristicas del objeto observado, como lineas, curvas, angulos, congruencias, entre
otras (Piaget e Inhelder, 1993; Mariotti, 1992).

Hershkowitz (1998) afirma que, al pensar, las personas no usan definiciones de conceptos,
sino iméagenes conceptuales, una combinacion de todas las imagenes y propiedades
mentales que se han asociado con el concepto. Sin embargo, un estudiante que enfrenta
un problema geomeétrico es inducido por caracteristicas figurativas en detrimento de las
definiciones y restricciones formales. Pero inconscientemente y en diversas situaciones,
los conceptos formales estan determinados por la imagen mental construida. Por lo tanto,
es importante que el estudiante comprenda la diferencia entre la definicién formal, la
imagen y el concepto figurativo, ya que estos consisten en tres categorias distintas de
entidades mentales.
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Segun Fischbein (1993), lo que caracteriza a un concepto es el hecho de que expresa una
idea, una forma de representacion ideal de una clase de objetos que tienen caracteristicas
comunes. Por otro lado, una imagen (entendida aqui como una imagen mental) se refiere
a una representacion sensorial de un objeto o fendémeno.

Mientras tanto, el concepto figurativo expresa una realidad mental, siendo una
construccion tratada por el razonamiento matematico en el dominio de la Geometria. Asi,
el concepto figurativo esta totalmente desprovisto de propiedades concretas como peso,
color, densidad, etc., sin embargo, presenta las propiedades figurativas, como lo explica
Fischbein (1993):

Los objetos de manipulaciéon en el razonamiento geométrico son entidades mentales,
Ilamadas conceptos figurativos, que reflejan propiedades espaciales (forma, posicion,
magnitud) y, al mismo tiempo, poseen cualidades conceptuales, como idealidad,
abstraccion, generalizacion, perfeccion. (Fischbein, 1993, p. 143).

En el fragmento sefialado y desde la perspectiva del autor, se entiende que, a través de la
dualidad de concepto e imagen, se construye una imagen mental basada principalmente
en conceptos previamente establecidos y formalizados. Por ejemplo, la imagen de un
cuadrado no consiste en una mera imagen dibujada en una hoja de papel de manera
arbitraria, sino que su concepcion, aunque puede estar influenciada por un objeto real, es
parte de una definicion formal dentro de un sistema axiomatico que impone que un
cuadrado es un rectangulo con todos los lados iguales.

En general, las iméagenes estan controladas por conceptos. Sin embargo, hay situaciones
en las que los conceptos no pueden controlar las imagenes, como en el siguiente ejemplo
(Figura 1):

Fig. 5.

Figura 1. Ejemplo de un concepto que no controla la imagen. Fuente: Mariotti (1992,
citado por Fischbein, 1993, p. 152).

La pregunta con respecto a la Figura 1 fue: ¢Cuantos angulos ves en las figuras a y b?
dirigido a un estudiante de 16 afios, que en nuestro sistema educativo probablemente seria
un estudiante de secundaria. La respuesta obtenida fue:

Siempre que veo dos lineas que se cruzan, sé que el espacio entre las dos lineas forma un
angulo. Creo que en ambas figuras solo hay un angulo, aunque al principio pensé que en
la segunda figura habia dos angulos. Puedo explicar mi suposicion. Primero, pensé que,
en esta representacion, la linea 1 y la linea 2 forman un angulo, y la linea 2 y la linea 3
forman un segundo angulo. Pero ahora creo que solo hay un angulo formado por las lineas
de cruce (1, 3) y esa linea 2 es la bisectriz de ese angulo. (Mariotti, 1992, citado por
Fischbein, 1993, p. 151).

Tenga en cuenta que, a partir de la respuesta del estudiante, el concepto no tenia control
sobre la imagen, por lo que hubo confusion mental por parte del estudiante. Este Gltimo,
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incluso en posesion de la imagen, no pudo relacionar el concepto de angulo con una
respuesta correcta e inmediata. Esto se debe a que "la figura todavia tiene caracteristicas
de la Gestalt! inspirada en la practica". (Fischbein, 1993, p. 152). Asi, el concepto de
angulo no controla completamente la figura y su interpretacién depende, en parte, de
restricciones formales.

Segun Costa (2020), la diferenciacién existente entre el objeto geométrico (construccion
mental) y su representacion (objeto fisico) tiene un papel destacado en el desarrollo del
pensamiento geométrico. Alguien que lucha con esta distincion generalmente no ha
alcanzado un nivel mas avanzado de este tipo de razonamiento. “En esta direccion, el
campo geométrico se considera una herramienta para comprender el mundo fisico. Por
tanto, la geometria no se ve como un modelo tedrico para el estudio de objetos
matematicos en el mundo platonico” (Costa, 2020, p. 155).

Por lo tanto, de esta manera Fischbein (1993) la integracién de propiedades conceptuales
y figurativas en estructuras mentales unitarias, dado el predominio de restricciones
conceptuales sobre figurativas, no consiste en un proceso natural o un efecto espontaneo
de los cursos habituales de Geometria en la mente del estudiante. Por tanto, esta debe ser
una preocupacion continua y sistematica del docente.

Muchas veces, la ensefianza de la Geometria parte del uso de algoritmos y técnicas que
privilegian la presentacion de conceptos a través de definiciones formales,
demostraciones y ejercicios que no proporcionan, en un principio, un desarrollo cognitivo
del razonamiento geométrico del alumno. El uso recurrente de analogias y una inadecuada
exploracion de la intuicion en la construccion del conocimiento, acompariada de varios
ejemplos y contraejemplos hasta que existe una demostracion formal y generalizada, es
el formato de ensefianza de los conceptos fundamentales de esta asignatura / disciplina.

METODOLOGIA

Para la realizacion de este trabajo se adoptd como metodologia el estudio de caso, ya que,
segun Yin (2001), el estudio de caso es un método de investigacion amplio sobre un tema
especifico, que permite un conocimiento mas profundo del mismo y, por lo tanto, ofrece
subsidios para futuras investigaciones sobre el mismo tema. Aun en el enfoque de Yin, el
Estudio de Caso como herramienta de investigacion cientifica se utiliza para comprender
los procesos en la complejidad social en los que se manifiestan: ya sea en situaciones
problematicas, para analizar obstaculos, o en situaciones exitosas, para evaluar copias de
modelos.

La investigacion se elabor6 a partir de estudios que involucraron los temas mas
recurrentes en la prueba de la Olimpiada de Matematicas de las Escuelas Publicas de
Brasil (OBMEP)?. Entre las tematicas seleccionadas, la tematica “area de figuras planas”
fue escogida por ser muy recurrente tanto en la 12 como en la 22 fase de esta Olimpiada,
ademas de formar parte de la Geometria en la que los alumnos aun enfrentan dificultades
de aprendizaje.

! La Gestalt es una doctrina de la psicologia que, inspirada en la obra de Max Wertheimer, tiene como
principio rector que el todo es mayor que la suma de sus partes. Es decir, se considera que un conjunto de
informacion es méas relevante que un extracto y la idea de totalidad debe entenderse para que las partes la
perciban (Piaget, 1983).

2 Para obtener mas informacién sobre OBMEP, visite http://www.obmep.org.br/.
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La encuesta se realizé en una reunion virtual a través de la plataforma Google Meet,
debido al escenario de la pandemia COVID-19. El publico objetivo de este trabajo fue un
grupo de veinte estudiantes de segundo afio de secundaria, con edades entre 16 y 17 afios,
de una escuela publica en el estado de Ceard, Brasil. Estos estudiantes forman parte de un
grupo de estudio con clases preparatorias para el OBMEP y fueron invitados a participar
en el experimento.

El encuentro tuvo una duracién de dos horas / clase, donde se repaso el tema de area y
perimetro de figuras planas y se enfatizé que muchos ejercicios sobre este tema requieren
conocimiento de temas de geometria estudiados de manera preliminar, tales como
relaciones métricas, propiedades de triangulos, similitud de figuras y el uso de mallas
cuadriculadas, por ejemplo.

Se trabajaron algunas preguntas extraidas de pruebas OBMEP anteriores, donde se
explora la resolucién de situaciones probleméticas en geometria plana, buscando
desarrollar el razonamiento geométrico del alumno. Sin embargo, entre las preguntas,
solo se seleccion6 una para componer el andlisis de los resultados del estudio de caso de
este trabajo, tanto por tratarse de un estudio inicial en el area de la Teoria de los Conceptos
Figurativos por parte de los autores, como por la extension que tendria el trabajo, si se
analizan todas las cuestiones.

Dentro de la Teoria de los Conceptos Figurativos, se analizaron los datos (las respuestas
de los estudiantes) a partir de sus manifestaciones (correctas o no) sobre la relacion entre
el concepto y la imagen relativa al tema estudiado, buscando verificar si el proceso de
visualizacion, construccién y razonamiento utilizando el software GeoGebra permitio a
los estudiantes teorizar las representaciones figurativas del objeto y el significado del
concepto.

En el Cuadro 1 se muestra la pregunta que origina el anélisis de los resultados de esta
investigacion:

(OBMEP 2013 - Nivel 3, Pregunta 4 - Segunda fase - adaptado)

La figura muestra un triangulo de papel ABC, rectangulo en C y cuyos lados miden 10 cm.
Para cada niimero x tal que 0 < x < 10, los puntos que estan a x cm del punto C estan
marcados en los catetos y el tridngulo se pliega a lo largo de la linea recta determinada por
estos puntos. Indicamos con f(x) el area, en cm?, de la regién donde se produce la
superposicion del papel. Por ejemplo, en la figura del lado, el area de la region gris, en cm?,
esf (7).

Calcular £(2), f(5) y (7).

Cuadro 1. Tema trabajado en el encuentro. Fuente: OBMEP (2013).
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La resolucion de la pregunta se estructurd a partir de una construccién en el software
GeoGebra, en la que los estudiantes buscaron formas de resolverla a partir de la
movilizacion del razonamiento geomeétrico a través de la visualizacion y manipulacion
dentro del entorno del software. Los estudiantes ya conocian el software de clases
anteriores y algunas de sus herramientas, pero no lo suficiente para completar la
construccion de manera oportuna. Ademas, el foco fue observar la manipulacion de la
construccion.

La recoleccién de datos para este trabajo se realizé a través de registro fotografico de los
estudiantes, registro fotografico del docente, grabacion de video del momento del
encuentro y grabacién de conversaciones via chat en la plataforma Google Meet. Se
utilizé un andlisis cualitativo de los datos, seguin Kuckartz (2014), realizandose un analisis
del discurso como forma de obtener una explicacion, comprension o interpretacion de los
fendmenos manifestados por el grupo participante y su relacion con lo expuesto en el
marco tedrico de este trabajo. Para preservar la identidad de los estudiantes, sus nombres
se han ocultado y reemplazado en el cuerpo del texto como Estudiante A, Estudiante B,
etc.

En la siguiente seccion, traemos como resultado las notas sobre las observaciones
presentadas por los estudiantes, asi como algunos extractos de la construccion realizada
en GeoGebra, como registros que respaldaron la solucion de los estudiantes.

RESULTADOS Y DISCUSION

Como resultado de esta investigacion, analizamos las observaciones de los estudiantes
sobre la pregunta presentada y su respectiva construccion en el software GeoGebra, con
base en la Teoria de los Conceptos Figurativos. La construccion se proporciono a los
estudiantes como una forma de optimizar el tiempo de reunién. En la Figura 2, hay un
registro de la reunion en la plataforma Google Meet.

€« C (Y @& meetgoogiecom/aw 27 th =% O»@ :

[#] Vocé esta apresentando para todos

)

Mais 16 pessoas

14:17 | awh-wexs-zqf

Figura 2. Registro de la reunion en la plataforma Google Meet. Fuente: Registro de
autor.

Como se ilustra en la Figura 2, en un primer momento se realiz6 una revisién y, a partir
de ésta, un relevamiento de los conocimientos previos de los estudiantes sobre el area y
perimetro de figuras planas. Los apuntes realizados por el docente se originaron a partir
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de los recuerdos hablados por los alumnos sobre formulas matematicas para el calculo de
areas. En el caso de este registro, estas fueron las diferentes formas que los estudiantes
reportaron haber visto en algin momento, como método para calcular el area de un
triangulo.

Una observacion es que la mayoria de los estudiantes memorizan muchas férmulas y
algoritmos matemaéticos para resolver problemas y usan estos métodos en muchas
preguntas, que de alguna manera pueden no estimular la comprension de la geometria a
partir de las percepciones visuales. Kaleff (2003) afirma que la capacidad de visualizar
no es innata a todos los individuos. Asi, encontramos individuos que visualizan y otros
que no visualizan. Aquellos que tienen dificultad para visualizar la geometria prefieren
recurrir a férmulas.

En la pregunta dada, se pidi6 a los estudiantes que manipularan la construccion
proporcionada en https://www.geogebra.org/m/tSmxxwya, haciendo preguntas como:
¢QuE le sucede a la figura al manipular punto P? ;Qué caracteristicas se pueden notar en
la figura sombreada? ¢ Qué sucede con el area gris al manipular punto P?

Los registros de manipulaciones del punto P se presentan en las Figuras 3, 4 y 5, como
una forma de orientar mejor la comprension de las respuestas presentadas por los
estudiantes:

(7 GeoGebra Classic

DR N CEPANEE

7
2 .

Figura 3. Manipulacion desde el punto P a f(2). Fuente: Registro de autor.

I

Figura 4. Manipulacion desde el punto P a f(5). Fuente: Registro de autor.
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€2 GeoGebra Classic

= BN el PARNES E:

¢}

Figura 5. Manipulacion desde el punto P a f(7). Fuente: Registro de autor.

A partir del movimiento del punto P, como se ilustra en la secuencia de movimientos de
las Figuras 3, 4 y 5, algunas de las respuestas de los estudiantes a las preguntas formuladas
por el profesor fueron transcritas de la grabacion en video del encuentro en el fragmento:

“Sabemos que el tridngulo blanco encima de la parte gris 0scura es siempre isosceles,
porque los dos lados son iguales” (Estudiante A).

“Creo que cuando arrastramos el punto P, la zona gris siempre aumenta” (Estudiante
B).

"Cuando el punto P toca la base del triangulo méas grande, la figura se divide en cuatro
triangulos iguales” (Estudiante C).

Notese que el comentario del Estudiante A se basa en el concepto figurativo, a partir de
una relacion entre la definicion de un triangulo isosceles, como un triangulo gque tiene dos
lados de la misma medida, que termina de alguna manera “confirmado” a partir de la
imagen que visualiza al manipular punto P. Desde la perspectiva de Fischbein (1993),
cuando se opera directamente con una figura geométrica, es comun actuar como si no
importara ninguna otra cualidad o restriccion, teniendo en cuenta solo el atractivo visual
que transmite la imagen. Esta linea de razonamiento también se puede observar en el
discurso del Estudiante C, cuando afirma que el punto P, al llegar a la base del triangulo
ABC, divide la figura en cuatro tridngulos iguales. Esta fue una afirmacion basada
Gnicamente en lo que se muestra en la pantalla del estudiante, sin tener en cuenta una
prueba matematica formal.

El Estudiante C fue mas alla, sefialando una caracteristica de la construccion al afirmar
que “la base del triangulo gris oscuro es como la diagonal de un cuadrado”. Sefialo
como observacion que al arrastrar el punto P, como el tridngulo formado siempre es
isdsceles, y los lados iguales forman un angulo recto, entonces la linea correspondiente a
la base del triangulo gris en cuestion representa la diagonal de un cuadrado. A partir del
enunciado del alumno C, podemos ver lo que sefialan Leivas y Cury (2010) sobre la
visualizacién, considerandola como un proceso de formacion de iméagenes mentales, con
el fin de construir y comunicar un determinado concepto matematico, con miras a ayudar
en la resolucion de problemas analiticos 0 geométricos.
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Por otro lado, el Estudiante B, al sefialar que el area gris siempre aumenta, fue cuestionado
por otro colega (Estudiante D) quien, al arrastrar el punto P al limite maximo, mostro que
el area de la figura “suma”. Tenga en cuenta esta situacion ilustrada en la Figura 6:

Figura 6. Notas del alumno D. Fuente: Registro de autor.

Al estudiante B se le deshizo su argumento, sin embargo, podemos ver, a partir de la
situacion presentada en la Figura 6, que el discurso del estudiante C tenia sentido. En
realidad, la base del tridngulo gris correspondia a la diagonal de un cuadrado. El error del
Estudiante B puede justificarse segun Fischbein (1993) por el hecho de que las imagenes
estan controladas por conceptos, pero no siempre es asi. Hay situaciones en las que los
conceptos no controlan las imagenes y son estas situaciones las que provocan malas
interpretaciones en Geometria.

Otra observacion respecto a las respuestas de los estudiantes es que las areas f(2) y (5)
fueron resueltas esencialmente a partir de la visualizacion en GeoGebra, sin recurrir al
uso de calculos manuales. De la manipulacion de la construccion y enunciados junto con

sus comparieros, los estudiantes llegaron a la conclusion de que el area f(2) corresponde
2

a la mitad del area de un cuadrado de lado 2, es decir, f(2) = 72 = 2. De manera similar,

el area f(5) corresponde a la mitad del area de un cuadrado con lado 5, es decir, f(5) =

¥ o2 _125,
2 2

Sin embargo, en el area f(7), los estudiantes sintieron la necesidad de esbozar en papel y
luego calcular su valor, buscando, a partir de la visualizacion de datos con la
manipulacion de la figura, armar un esquema que organizara las ideas, como se ilustran
en las Figuras 7 y 8:
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/\/y EA CINTA = TR APE WO

Figura 8. Calculo manuscrito del Estudiante G. Fuente: Registro del Estudiante G.

Notese la diferencia entre las respuestas de los estudiantes C y G en las Figuras 7 y 8.
Aunque ambos dieron la respuesta correcta, el estudiante C la obtuvo con célculos mas
simples, a través de la manipulacion con GeoGebra y también de una manera mas rapida.
El estudiante G, por otro lado, usé mas algebra en la solucion, tom6 mas tiempo y cometid
algunos errores, como en la parte del producto notable (2x — 10)?, en la que no vio el
signo en el producto. Sin embargo, al enviar la foto de la respuesta, no envid con los
errores, sino una version corregida, luego de comparar su respuesta con colegas y notar
el error. En el caso del alumno G, utiliza con mas fuerza la parte conceptual y algebraica,
gue exige mas atencion.

Para resolver los items a y b de la pregunta, los estudiantes no presentaron grandes
dificultades, sin embargo, la mayoria recurrio al uso de lapiz y papel para resolver el item
c. Algunos no lo intentaron porque dijeron que no sabian cdmo empezar y se sentian
inseguros. La distancia fisica entre el profesor y el alumno en este momento fue un factor
de dificultad, ya que el profesor tuvo dificultades para ayudar a los alumnos con menos
habilidades geométricas por teléfono celular.
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En este caso, ocurre lo que Fischbein (1993) sefiala como la necesidad de una
demostracion logica y matematicamente valida para llegar a una conclusion aceptable.
Sin embargo, debe enfatizarse que toda prueba fue producto de la Idgica del razonamiento
geomeétrico, desarrollada especificamente a partir de este problema. El autor sefiala que:

El matematico, como el fisico, el bidlogo, utiliza la observacion, la experimentacion, la
induccidn, las comparaciones, las generalizaciones, pero los objetos de su investigacion
son puramente mentales. Su laboratorio esta, en principio, confinado a su mente. Sus
pruebas nunca son de naturaleza empirica, solo l6gicas. (Fischbein, 1993, p. 149).

Notese que Fischbein (1993) es enfético al afirmar que la evidencia es de naturaleza
I6gica. Esto reafirma el concepto figurativo como realidad mental, a partir del
razonamiento geométrico del alumno, es decir, la comprensién global de las tres entidades
de categorias mentales necesarias para su desarrollo en el campo de la Geometria, que
son la definicidn, la imagen y el concepto. en si mismo figurativo. En linea con Fischbein
(1993), los autores Jeannotte y Kieran (2017) afirman que, contrariamente a la prueba por
mera justificacion, la prueba formal trata de una teoria matematica construida a priori y
con resultados formalizados, los llamados axiomas y teoremas. En otras palabras, la
demostracion formal genera resultados matematicos a partir de demostraciones
sistematizadas aceptadas por la comunidad cientifica.

Esta necesidad de pruebas formales y algebraicas, como lo demostro el estudiante G, es
cultural en las clases de Matematicas. Segun Leivas y Cury (2010, p. 80):

Nos parece que, efectivamente, existe una tendencia a asociar el Algebra con la
Geometria, tratando de obtener férmulas que puedan justificar afirmaciones y no
utilizando los niveles mas elementales del pensamiento geomeétrico, especialmente
visualizacion que, al permitir la formacion de imagenes mentales, ayudaria a resolver
problemas geomeétricos.

Segun Alves (2019) se puede incentivar a los estudiantes a investigar y determinar
propiedades extraidas de la geometria a partir de las configuraciones de la construccion
realizada en GeoGebra. En el caso especifico de resolver el area de f(7), los estudiantes
recurrieron al calculo formal. Sin embargo, destacamos que se utilizaron valores
numéricos y no variables x, y, z ..., como se muestran en la Figura 7, lo cual se debe a que
los estudiantes percibieron estos valores a partir de la visualizacion y manipulacion de la
construccion dada en el entorno GeoGebra.

Prieto Gonzalez (2016, citado por Iglesias y Ortiz, 2018) sefiala que, desde el punto de
vista del aprendizaje, la integracion de GeoGebra en las clases de Matematicas ayuda al
desarrollo del razonamiento geomeétrico de los estudiantes, basado en la experimentacion,
visualizacion y reconocimiento de elementos matematicos o geométricos, como
consecuencia de la interaccion del alumno con los objetos representados en su vision
gréfica.

Por tanto, con esta actividad podemos ver que el GeoGebra puede potenciar la
comprension de la geometria — no solo la geometria plana, sino espacial, analitica, entre
otras areas de conocimiento —, a partir de las posibilidades de percepcion geomeétrica,
manipulacion e interaccion que ofrece el software como recurso, siendo la visualizacion
la principal, explorada en este trabajo. EI alumno, a partir de la visualizacion, puede
realizar la investigacion de propiedades geométricas y la formulacion de ideas,
desarrollando su razonamiento geométrico, tal como se presenta en el cuerpo de estos
resultados.
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CONSIDERACIONES FINALES

La Teoria de los Conceptos Figurativos sefiala una forma de entender la relacion entre
definicién, imagen y el concepto figurativo en si mismo dentro del campo de la geometria,
en el que los conceptos y las imagenes se consideran dos categorias distintas de entidades
mentales. En este estudio de caso, se buscd analizar, desde la perspectiva de esta teoria,
la resolucién de una pregunta de geometria plana, involucrando el software de geometria
dindmica GeoGebra, tomando en cuenta la visualizacion como premisa para el desarrollo
del razonamiento geométrico del estudiante.

A partir de los anélisis realizados, identificamos que los procesos de aprendizaje se dan
cuando el alumno es capaz de asignar sentidos y significados a su pensamiento y en la
formacion de conceptos, estableciendo relaciones que le permiten analizar, discutir,
confirmar y refutar hip6tesis, lo que se percibid con base en la teoria adoptada y en el uso
del software, alcanzando el objetivo del trabajo.

Con la Teoria de los Conceptos Figurativos y su asociacion con el software GeoGebra,
fue posible tener una nocidn preliminar de como funciona el proceso de construccion del
razonamiento geométrico de los estudiantes y sus dificultades. EI dinamismo y la
posibilidad de movimiento dentro del software tiene un gran potencial para ayudar en el
desarrollo del razonamiento del alumno a través de la manipulacion y visualizacion,
siendo una forma de ayudar al alumno a conjeturar y comprender propiedades
geomeétricas.

Los principales obstaculos de este estudio fueron las dificultades de algunos estudiantes
para acceder a Internet y computadoras, la distancia social entre estudiantes y el docente,
dificultades de visualizacion de algunos estudiantes y la escasez de referencias
bibliograficas sobre la Teoria de Conceptos Figurativos. En cuanto al uso de GeoGebra,
como los estudiantes solo manipularon la construccion terminada, no hubo mayores
dificultades, solo casos ocasionales con estudiantes que accedieron a la construccion a
través de su teléfono celular.

Segun Fischbein (1993), los docentes conocen muchas implicaciones didacticas en base
a su experiencia empirica en el aula, sin embargo, no existe una relacion formal con una
teoria general. Asi, este trabajo puede colaborar con el docente, como docente, a la hora
de analizar esta teoria, asi como sus implicaciones didacticas, tiene la posibilidad de
dirigir una mirada mas reflexiva al campo de la Geometria y sus matices, asi como
mejorar el uso de GeoGebra en sus clases, o incluso otro software de geometria dinamica.

Finalmente, en una perspectiva futura, esperamos desarrollar mas trabajos con esta teoria,
ya que este es un estudio inicial, reforzando su importancia, abordando otros temas en
geometria y desarrollando actividades en otros niveles escolares, recopilando datos y
ampliando su discusion.
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