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Resumen

El propdsito del presente articulo es el de mostrar a grandes rasgos lo
fundamentado en la tesis doctoral del autor principal sobre los avances en la
caracterizacion del Pensamiento Vectorial a través de la resolucion de
problemas en los estudiantes de ingenierias de la Universidad Antonio Narifio.
En las actividades realizadas para tal fin se propuso un conjunto de problemas
retadores y no rutinarios, donde salen a la luz cinco modos de pensamiento que
caracterizan el Pensamiento Vectorial involucrado en los estudiantes y que se
encuentran plasmados en la rubrica para la caracterizacion del mismo que
hace parte de los resultados de la investigacion. Como contraste del aporte
tedrico de la tesis doctoral, y como elemento innovador del articulo, se muestra
una generalizacion del enfoque basado en la teoria DNR propuesta por Harel
(2021), donde se discuten sus llamados atajos inhibidores y catalizadores en
relacion a algunos conceptos propios de la asignatura.

Palabras clave: Pensamiento Vectorial, Calculo Vectorial, Atajos inhibidores
y catalizadores.

On ways of vectorial thinking through problem solving

Abstract

The purpose of this article is to show broadly what is based on the main author's
doctoral thesis on the advances in the characterization of Vectorial Thinking
through problem solving in engineering students at the Antonio Narifio
University. In the activities carried out for this purpose, a set of challenging and
non-routine problems was proposed, where five modes of thought that
characterize vectorial thinking involved in the students came to light and are
reflected in the rubric for its characterization included among the results of the
investigation. As a contrast to the theoretical contribution of the doctoral thesis,
and as an innovative element of the article, a generalization of the approach
based on the DNR theory proposed by Harel (2021) is shown, where its so-
called inhibitory and catalyst shortcuts are discussed in relation to some
concepts of the course.
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INTRODUCCION

El Célculo Vectorial es una rama de las matematicas que estudia las funciones en varias
variables y funciones vectoriales en dos 0 mas dimensiones. Tales funciones aparecen en
el dominio de muchas ciencias aplicadas, pues es bien sabido que algunos fenémenos de
naturaleza especifica de tales ciencias dependen de mas de una variable, y las
herramientas del célculo en una variable no son suficientes para realizar el estudio
completo del fendmeno que se analiza.

El Célculo Vectorial tiene sus origenes durante finales del siglo XV1I1y su desarrollo esta
relacionado con los cuatérnios de Hamilton y con la teoria del potencial (Tait, 1873).
Estudios tan importantes en fisica como la termodinamica, la hidrodinamica, la mecénica
de los fluidos desarrollada por Navier y Stokes, y las investigaciones sobre la luz, la
electricidad y el magnetismo debidas a Maxwell, ejemplifican en sus teorias el desarrollo
de esta rama del célculo. Con Gibbs se da la notacion actual del Céalculo Vectorial al
elaborar una version exclusivamente vectorial con su propio lenguaje,
independientemente de los cuatérnios y se establece el Calculo Vectorial como una
disciplina auténoma (Marsden y Tromba, 1991).

Historicamente el Calculo Vectorial y el Algebra Lineal tuvieron un desarrollo conjunto
también con la teoria electromagnética. Estas teorias se debieron al trabajo de grandes
matematicos y fisicos que aportaron sus ideas y al estudio de la problematica de la
direccion de cantidades, que tiene sus raices en la dicotomia entre magnitud y nimero,
presente en Euclides y estudiada después por Descartes con su primera representacion de
cantidades negativas (Kline, 1990).

Estas ideas planteadas anteriormente constituyen una antesala del concepto de vector, que
tuvo su principio en la linea matematica sobre las representaciones de nimeros complejos
hecha por Wallis, Wessel, Gauss y Argand, entre otros (Kline, 1990).

En la linea fisica se destacan los trabajos de Galileo, Newton y Fourier, para mencionar
algunos. En estos trabajos se trata de cambiar el esquema aristotélico de la fisica e iniciar
su estudio implementando el método cientifico, que redundd en algunos métodos
vectoriales tales como la descomposicion de las fuerzas en componentes con sistemas
mecanicos (paralelogramo de fuerzas), en la descripcién de la velocidad y aceleracion.
Ademas, se favorece el concepto de espacio vectorial y los espacios generados en ellos.
Estas ideas dan pie a fomentar un camino hacia el desarrollo del Pensamiento Vectorial
(Kline, 1990).

Mas recientemente, en el &mbito de la inteligencia artificial (1A), los procesos de Support
Vector Machines sobresalen en esta teoria al tener en su base la optimizacion tomada de
métodos del Célculo Vectorial, donde a su vez el método del descenso por el gradiente
aparece como una herramienta para lograr soluciones de manera rapida. Otros procesos
en ingenieria biomédica, disefio grafico, animacion, entre otros, hacen resaltar la
importancia de esta disciplina como fundamental para el abordaje de resolucién de
problemas (Stewart, 2018).

Esta descripcién inicial pretende evaluar la pertinencia y el impacto de una propuesta
tedrico-metodoldgica para el desarrollo del Pensamiento Vectorial (PV) en el curso de
Calculo Vectorial, basado en la resolucion de problemas, en los estudiantes de ingenieria
de la Universidad Antonio Narifio y la caracterizacion del Pensamiento Vectorial que
efectivamente desarrollan los estudiantes en el proceso.
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JUSTIFICACION

En la ensefianza - aprendizaje del Calculo Vectorial, al ser una asignatura que se cursa
posteriormente a la del célculo en una variable, se presentan a los estudiantes una gran
variedad de nuevos conceptos y de entidades matematicas abstractas, entre ellas, los
conceptos de campo escalar, campo vectorial, divergencia y rotacional. Ademas, aparecen
los intrincados teoremas de Green, Gauss y Stokes, que relacionan conceptos tan importantes
como las integrales de linea e integrales de superficie con integrales dobles y triples, tan Gtiles
en los estudios de fisica, por ejemplo, en electricidad y magnetismo.

En la experiencia del investigador, estos nuevos conceptos presentan dificultades en su
comprension para los estudiantes. Estas dificultades estan dadas por el nivel de abstraccion
de los mismos, las nuevas técnicas de calculo que se adquieren en la asignatura y el conjunto
de asignaturas previas que deben manejar, como son Algebra Lineal, Célculo Diferencial e
Integral de funciones reales de una variable, Geometria Analitica y un limitado razonamiento
espacial.

En el ICME 14 se hace referencia a algunas investigaciones sobre la ensefianza — aprendizaje
del célculo, por ejemplo, las que se dieron en el grupo tematico de estudio TSG13. Estas
investigaciones tienden a concluir que la mayor dificultad de los estudiantes en ese proceso
se refleja en la escasa visualizacion de los fenébmenos que conllevan a su modelacién y su
posterior puesta en la practica. Los resultados mostrados en el ICME 14 en parte estan dados
por la falta de comprension del objeto que se le presenta al estudiante y como el docente se
lo presenta. Cabe resaltar que las investigaciones sobre ensefianza — aprendizaje del Calculo
Vectorial son muy escasas y la mayoria se refieren a su interaccion con el Algebra Lineal.

Por otra parte, el investigador aduce que algunos estudiantes en su proceso de aprendizaje de
los temas del curso de Calculo Vectorial han visto reflejados cierta clase de comportamientos
de estos nuevos conceptos, que se familiarizan con lo que acontece en los vectores o en el
Algebra Lineal en general. Esto revela un intrincado proceso de pensamiento presente en los
estudiantes que motivd esta investigacion y que permitié estudiar este proceso desde
maltiples puntos de vista.

Como resultado de la aplicacion de una secuencia de actividades compuestas por problemas
cuidadosamente disefiados se logro caracterizar un tipo de pensamiento capaz de involucrar
y magnificar la ensefianza - aprendizaje de los temas anteriormente sefialados (Pensamiento
Vectorial 0 PV que se entendera como el sistema de procesos cognitivos asociados con
representaciones y operaciones vectoriales de objetos matematicos de diversa indole),
que junto a una metodologia coherente y una pertinente practica pedagdgica pudo llevar al
estudiante de ingenieria a una aplicacion exitosa de estos conceptos de la asignatura en la
resolucién de problemas.

METODOLOGIA

En la investigacion se elabordé una metodologia sustentada en un modelo didéactico,
Hernandez et al. (2014), donde se imbrique la visualizacion, la manipulacion geométrica,
la heuristica y el uso de las tecnologias de la informacion y las comunicaciones (TIC)
como herramientas didacticas, para la resolucion de problemas retadores; dirigido a
fortalecer el proceso de ensefianza - aprendizaje de la construccion robusta de los
conceptos propios del curso de Célculo Multivariado y Algebra Lineal en los estudiantes
de Ingenieria de la Universidad Antonio Narifio.
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Poblacion y muestra

La investigacion se desarroll6 con estudiantes de carreras de Ingenieria de la Universidad
Antonio Narifio, lo cual constituye la poblaciéon. La muestra estuvo constituida por 35
estudiantes del curso de Calculo Multivariado y Algebra Lineal, correspondiente a la
asignacion de los cursos ofrecidos en el semestre al profesor.

Métodos, tecnicas e instrumentos utilizados
En el desarrollo de la investigacion se utilizaron los siguientes métodos tedricos:

e Historico-l6gico: se empled con el fin de valorar la evolucion y el desarrollo del
proceso de ensefianza - aprendizaje del Calculo Vectorial en estudiantes de
Ingenieria.

e Anadlisis-sintesis: presente en la investigacion para el proceso de diagndstico,
analisis del estado del arte y en los fundamentos teoricos, del proceso de
ensefianza - aprendizaje del Célculo Vectorial en estudiantes de Ingenieria,
propiciando interpretar y sintetizar los resultados, asi como la elaboracién de las
conclusiones y recomendaciones.

e La observacion participante: se utilizo en la observacion de clases, para obtener
informacidn sobre el proceso de ensefianza - aprendizaje del Calculo Vectorial en
estudiantes de Ingenieria.

e Encuesta: Se aplico una encuesta de satisfaccion a los estudiantes una vez
concluida la aplicacién del sistema de actividades.

Fases de la investigacion

Para el logro de resultados satisfactorios en el proceso investigativo se definieron las
siguientes fases:

Fase 1. Preparatoria. Disefio de instrumentos: observacion participante, encuesta a
estudiantes y docentes, pretest. Aplicacion de instrumentos. Recogida de datos arrojados
por instrumentos. Triangulacion de instrumentos para concretar el problema de
investigacion y el objetivo general. Se establece ademas la metodologia de investigacion
a seguir.

Fase 2. Revision de la literatura. Determinacion el estado del arte sobre el proceso de
ensefianza - aprendizaje del Calculo Vectorial en estudiantes de Ingenieria, para precisar
las carencias presentes en las investigaciones, las cuales fueron bases para identificar el
aporte tedrico y determinar la unicidad del problema.

Fase 3. Construccion del marco tedrico. El marco tedrico estuvo dado por el pensamiento
matematico basado en la visualizacion, el modelo DNR, la teoria de la resolucion de
problemas y problemas retadores, referentes sobre la modelacién matematica y el
contenido matematico sobre el Calculo Vectorial. EI marco tedrico propicio perfilar las
categorias para la construccién del modelo didactico.

Fase 4. Disefio de aportes tedricos y practicos. En esta fase se elaboré un modelo
didactico y el sistema de actividades. Los problemas retadores planteados en estas
actividades fueron enfocados para sacar a la luz los modos de Pensamiento Vectorial y
estudiar sus caracteristicas.

Fase 5. Trabajo de campo. Esta fase se dirigio a la aplicacién del sistema de actividades
por lo menos dos veces a través de un estudio piloto, lo cual perfecciond las actividades
y mejoré el modelo didéctico.
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Fase 6. Recogida, analisis de la informacion resultante y evaluacion. Recogida y
procesamiento de la informacidn, aplicacion de encuesta de satisfaccion, triangulacion de
resultados, elaboracion de informes y publicacién o socializacion de resultados.

MARCO TEORICO
Sobre el pensamiento matematico y visualizacion

En la literatura pertinente el pensamiento matematico como tema de estudio se divide
fundamentalmente en dos partes, que son el Pensamiento Matematico Elemental (PME)
y el Pensamiento Matematico Avanzado (PMA). A continuacion, se esboza sus
similitudes y diferencias, haciendo énfasis en el PMA.

El PMA es aquel que involucra el uso de estructuras cognitivas producidas por un gran
crisol de actividades matematicas que permiten al individuo construir nuevas ideas que
se contindan creando y extendiendo hasta su formalizacion. EI PME seré entonces aquel
pensamiento intuitivo que se puede identificar algoritmicamente o con un proceso de
reflexion en el trabajo matemaético involucrado.

Para Tall (1990), el maximo representante de esta escuela, el paso del PME al PMA ocurre
cuando se trasciende de describir a definir, se pasa de convencer a demostrar de forma
I6gica basada en esas definiciones, se progresa en la coherencia de las matematicas
elementales a la consecuencia de las matematicas avanzadas basadas en entidades
abstractas que el individuo debe construir a traves de definiciones formales y donde se
requiere una reconstruccion cognitiva.

Tall (2013) afirma que el pensamiento matematico comienza con los objetos fisicos y las
operaciones sobre los objetos. Por otra parte, plantea que los origenes del pensamiento
matematico estan dados en “como la mente a través de conceptos materializados en
objetos da origen a las matematicas”. El pensamiento matematico comienza en la
percepcion, con el apoyo de la accién sensorio - motora y se desarrolla a través del
lenguaje y del simbolismo.

Para Dreyfus (1991) el PMA consiste en una gran variedad de procesos de componentes
interactivos, tales como representar, analizar, clasificar, verificar, manipular, traducir,
modelar, visualizar, generalizar, conjeturar, inducir, sintetizar, abstraer y formalizar. Los
procesos de representar y abstraer son los que mas promueven avances en la comprension
y el manejo de situaciones matematicas complejas. Afirma que la abstraccion no es
exclusiva del PMA. Se considera que una parte vital del PMA que aplica a esta
investigacion es la dada por este enfoque.

Como parte de los procesos de componentes interactivos esta la visualizacién, la cual es
fundamental para el desarrollo del PMA, en particular el Pensamiento Vectorial. Segln
Presmeg (2006) cuando una persona crea un arreglo espacial (que ha de entenderse como
una serie de imagenes mentales superpuestas a partir de los datos de un problema), existe
una guia creativa y visual de tal arreglo que permite procesar, construir y moldear la
naturaleza del concepto espacial que esta inmerso en el trabajo matematico. Este criterio
muestra la forma reciproca de la toma del objeto matematico, de visualizarlo y
transformarlo, criterios que son necesarios en el proceso de ensefianza - aprendizaje del
Calculo Vectorial.

Para Arcavi (2003) la visualizacion permite, ademas de las anteriores propuestas
esbozadas, utilizar herramientas manuales o tecnoldgicas para alcanzar el proposito de
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una representacion robusta y desarrollar las maneras de comunicacion que se deducen de
lo hecho en este proceso, lo cual es clave como fin del lenguaje matemaético; el de poder
expresar los resultados obtenidos de una manera clara y replicable que haga comprender
y fortalecer el concepto tratado.

Los rasgos de estas definiciones son muy similares; en ellas se evidencian las operaciones
de las imégenes mentales y visuales que se realizan mediante los procesos sefialados y
justifican plenamente el objetivo de esta investigacion.

Una de las estrategias para desarrollar el PMA en el aula en el trabajo propuesto es
enfatizar este cambio mental mediante el uso de las TIC, que a través de un software
dinamico se permita el estudio de los conceptos propios de la asignatura y asumirlos en
su parte geométrica y sus interpretaciones (modo vecto - dindmico)

Sobre la base del PMA en el Calculo Vectorial algunas ideas que se tuvieron en la
investigacion fueron encaminadas a ampliar la valoracion de la visualizacion mas alla de
sus aspectos semioticos y el avance de la caracterizacion de un Pensamiento Vectorial
que permita entender los procesos cognitivos de los estudiantes para la construccion de
significado de conceptos.

Es de destacar que el Pensamiento Matematico Elemental y el Pensamiento Matematico
Avanzado son bases para el desarrollo del Pensamiento Vectorial.

Fundamentos del modelo DNR de Harel

Este componente se concibe desde la fundamentacion tedrica realizada por Harel (2008,
a, b) en su trabajo del modelo DNR. En este trabajo, Harel (2008, a) plantea como
propdsito principal de la educacion matematica el desarrollar el razonamiento matematico
del estudiante, razonamiento que se compone de formas de entender y formas de pensar.
El DNR basa su fundamentacion en tres componentes: La Dualidad (D), la Necesidad (N)
y el Razonamiento Repetido (R).

Tal escuela de pensamiento surge de dar sentido a las respuestas de cuél es la matematica
que se debe ensefiar en las escuelas y de como se deberia ensefiar, para lo cual existen
como guia de desarrollo la ensefianza, la integridad de los contenidos (integridad
matematica) y la necesidad intelectual que se crea en el estudiante.

Sobre la integridad matematica, hay que destacar que ella determinara las formas de
entender y de pensar en el tiempo, pues ellas se transformaran y desarrollaran en el
contexto de la practica matematica, identificando, reconociendo y promoviendo estas
formas en el pensamiento de los estudiantes, lo que redundard en la elaboracion e
implementacidon de curriculos que estaran basados en la demostracién matematica, que es
uno de los principales objetivos de la educacion matematica universitaria.

En cuanto a la necesidad intelectual del estudiante, serd la forma como él entiende el
como y el porqué de cierto conocimiento y el modo en el que acepta su existencia y quiere
dominarlo. En esta interaccion se evidencia la forma de entender del estudiante y la
manera en la que nace la necesidad de realizar su descripcion, junto a una justificacion
epistemoldgica que la validara y la hara avanzar a una forma de aprender.

Como estructura para el proceso de aprendizaje de las matematicas, la Dualidad (D) hace
referencia a la dupla conformada por las formas de entender (el significado e
interpretacion particular que una persona da a un concepto y sus relaciones. Una solucion
particular a un problemay la evidencia particular que una persona ofrece para establecer
o refutar una afirmacién matematica) y formas de pensar (que involucra tres categorias
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que se interrelacionan: creencias, enfoques de solucion de problemas y esquemas de
demaostracion).

La existencia de una Necesidad (N) intelectual es ese “algo” encargado de orientar y
motivar a los estudiantes durante el proceso de aprendizaje como origen de la
construccion de nuevos conocimientos y el desarrollo de formas de entender y de pensar
matematicamente.

El Razonamiento Repetido (R) facilita la interiorizacion y organizacion del conocimiento
en cada estudiante. En la propuesta DNR, Harel sostiene que a partir de la necesidad
intelectual (situacion matematizable) y el actuar del estudiante se tienen que dar primero
las formas de entender, para luego desarrollar las formas de pensar.

En su segundo trabajo, Harel (2008, b) amplia de manera considerable su teoria del DNR
del proceso de aprendizaje al proceso de ensefianza, viéndolo como una unidad en si para
la educacion matematica.

En este sentido, el autor propone que el docente, en su calidad de actor principal del
proceso de ensefianza, tenga suficiente dominio y claridad de la integridad matematica,
discutida anteriormente, y que responde a la situacién de cual es la matematica que se
debe ensefiar en las escuelas.

Se muestra como el docente en sus practicas de ensefianza — aprendizaje deba tener su
propio modelo DNR enmarcado en sus principios fundamentales y que le permita planear,
preparar, ejecutar y evaluar cada una de sus clases, que lo conduzcan a desarrollar el
pensamiento matematico en sus estudiantes, respondiendo a la situacion de como se debe
ensefiar la matematica en la escuela.

El modelo DNR tiene su desarrollo actuando en tres categorias generales de la educacion
matematica: cuatro premisas, seis conceptos y sus afirmaciones. Las premisas
matematicas son el conjunto de saberes disciplinares, junto a sus formas de entender y
sus formas de pensar.

Las premisas del aprendizaje seran las que tienen la relacion conocimiento — saber, que
es el resultado de la resolucion de problemas asociados a una situacion especifica y que
ademas tiene el proceso de transferencia de las formas de entender a las formas de pensar,
que son independientes, pero se garantiza tal transferencia.

Las premisas de ensefianza son las que orientan el aprendizaje, pues no todos los
conocimientos matematicos se adquieren espontaneamente, sino que hace falta un
instructor para tal fin.

Las premisas ontolégicas son las que se ven influenciadas por algin punto de vista
personal o alguna creencia propia de las matematicas que hacen tener una necesidad
intelectual, permitiendo hacer las orientaciones e interpretaciones intrinsecas entre
docente y estudiante.

Los conceptos que propone Harel (2008) son sobre los que se basa fundamentalmente su
modelo DNR y que son los puntos de interrelacion del proceso de ensefianza — aprendizaje
que llevan al docente a tener las herramientas para realizar el seguimiento respectivo del
aprendizaje de sus estudiantes.

El concepto de las acciones mentales son las respuestas a una causa, incitada por una
necesidad intelectual que deriva en la representacion del concepto de formas de entender,
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que generan un conjunto de caracteristicas de cognicion que dan pie al concepto de formas
de pensar, relacionadas a la accion mental que se ha hecho.

El concepto del aprendizaje el autor lo define como “... el proceso continuo de
desequilibrio, en las fases de equilibrio, manifestado en las necesidades intelectuales y
psicoldgicas, y en las formas de entender o de pensar que se utilizan en la construccion
de una nueva fase” (Harel, 2008).

El concepto de la base de conocimientos del docente es la fundamentacion y el dominio
de los conocimientos disciplinares que el docente conoce y domina y que promovera en
sus estudiantes el aprendizaje (deteccidn y correccion de problemas de cognicion, junto
a la organizacién y conservacion de conocimientos), méas la fundamentacién pedagdgica
necesaria para planificar y ejecutar la clase.

El concepto de la practica docente esta basado en los conceptos de las acciones del
docente, y como caracteristica especial, de las formas de ensefiar. Se puede pensar como
el principio de dualidad lo reflejado en los recursos que el docente lleva al aula, los cuales
le permitan interactuar con los estudiantes en el proceso de ensefianza — aprendizaje.

Por ultimo, la categoria de las afirmaciones corresponde al resultado de la
implementacidn de los tres principios del modelo DNR. La interaccion entre las formas
de entender y las formas de pensar dan un contraste que resulta en dar una vision mas
amplia del pensamiento matematico y sugiere un cambio en las metodologias de
ensefianza alternativas. Este tipo de pensamiento es clave para la implementacién de las
actividades programadas en el aula de esta investigacion, pues resulta ser un excelente
modelo que puede ser verificable en el tiempo.

En el presente articulo se realizara un contraste del enfoque de este modelo que se ha
descrito con el del Pensamiento Vectorial, del cual se ampliara la vision de los modos de
pensamiento de estos dos apartados para el Calculo Vectorial.

LA ENSENANZA - APRENDIZAJE DEL CALCULO MULTIVARIABLE
DESDE LA PERSPECTIVA DEL DNR

En el articulo “The Learning and Teaching of Multivariable Calculus: A DNR
Perspective” del autor Harel (2021) se expone los diferentes fendmenos del aprendizaje
y la ensefianza del calculo multivariable, basado en DNR. El objetivo de este articulo es
abordar la pregunta “;Coémo se tratan ciertos conceptos fundamentales de calculo
multivariable (MVC) en la instruccion actual y como se tratarian en la instruccion basada
en DNR” (Harel, 2021, p.3). Estos conceptos se analizan mediante diferentes fenomenos
presentados en la ensefianza y el aprendizaje del céalculo multivariable en temas
mencionados por el autor como linealizacion, derivada total, regla de la cadena,
diferenciacion implicita y producto cruz. Este estudio se basa en condiciones especificas
buscando la necesidad de los estudiantes por aprender matematicas mediante practicas,
organizacion y retencion de los conocimientos aprendidos.

En la segunda seccion del articulo, el autor analiza la relacion ensefianza — aprendizaje
del calculo multivariable centrandose en los conceptos de linealizacidn, derivada total,
regla de la cadena, diferenciacion implicita y producto cruz establecidos en ese orden.
Este analisis es organizado por medio de los tres principios fundamentales de la tercera
premisa “DNR” integrado con el método de ensefianza - aprendizaje tradicional. En el
analisis por tematicas el autor establece que el concepto de linealizacion debe estar
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disefiado en el DNR buscando relaciones entre la comprension y la forma de pensar, “un
examen del tratamiento del concepto de linealizacion revela dos problemas: (a) escasa
atencion al concepto y (b) enfoque préacticamente exclusivo en su interpretacion
geométrica” (Harel, 2021, p.6).

El concepto de linealizacion determina que este es fundamental en todo proceso de
calculo donde el limite del cociente de diferencias, es su definicion basica y donde, segun
el autor, “si este limite existe, entonces su valor, denotado por f'(a), es la derivada de f
en x = a” (Harel, 2021). Después de indagar con algunos instructores, Harel identifica
que durante el curso de calculo multivariable no se imparten méas conocimientos sobre
este tema sino unicamente los establecidos para cumplir con el plan de trabajo del curso;
la justificacion que generalmente se da de esto es que para los estudiantes es una
definicion abstracta y la falta de comprension.

En el enfoque exclusivo de la interpretacion geomeétrica, el autor revela que existe un
problema con el concepto de linealizacién y la interpretacion grafica de ésta. Segun lo
afirma Harel (2021), “la doctrina dominante en la ensefianza del calculo parece basarse
en la representacion simbdlica acompafiada de la ilustracion geométrica, con una atencion
insignificante a la configuracion fisica de las covariaciones cuantitativas” (p.8).
Finalmente en la linealizacién la importancia de esta area debe ser construida por los
estudiantes quienes se deben involucrar constantemente, al igual que el razonamiento para
dar soluciones y transformar relaciones no lineales entre variables.

En los conceptos de la derivada total, la regla de la cadena y la diferenciacion implicita,
el autor manifiesta que se debe tener la capacidad de aplicar, organizar y reestructurar el
conocimiento en jerarquias y tener la capacidad de recordar y retener el conocimiento en
tiempos prolongados; de igual manera menciona como estos “construyen entendimientos
estables [y formas de pensar] construyéndolos repetidamente de nuevo ... para construir
un esquema, los estudiantes deben participar repetidamente en el razonamiento que se
solidificara en ese esquema para tener ocasiones de desarrollar las imagenes que lo
sustentan” (Thompson et al., 2014, pag.12).

Por otro lado, Harel (2021) incluye los “atajos” que toman los estudiantes y los cataloga
como inhibidores, los cuales corresponde a que, si un estudiante aplica su razonamiento
repetidamente llegara a un punto de no avanzar con ese razonamiento matematico, 0 como
catalizadores que se refieren a que un estudiante abrevia procesos mientras construye su
pensamiento conceptual; esto se encuentra textualmente en la siguiente afirmacion:

“I distinguish between two forms of ‘“shortcuts”, inhibition and catalyst,
depending on the learning process through which the students acquire the shortcut.
A shortcut is an inhibition if it is introduced to students before they had repeatedly
applied the reasoning process underlying it to the point that they have
encapsulated that process. | dubbed such a shortcut inhibition because its practice
inhibits mathematical growth. The criterion for such an encapsulation is what
defines a catalytic shortcut. Namely, a shortcut is a catalyst when one is able to
carry out an abbreviated form of a process while constructing in thought the
abridged conceptual links underlying the process. (Harel. 2021)

Con relacion a los atajos inhibidores y catalizadores del concepto la regla de la cadena,
por lo general en el material bibliografico de calculo multivariado se omiten las
definiciones de derivadas totales de la transformacion de matrices y por ello se carecen
de herramientas para la regla de la cadena como se evidencia en la férmula presentada
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por Harel (2021, p.10) y “cualquiera que sea la trayectoria que uno elija para llevar a cabo
este proceso.”

Después de detallar todas las observaciones realizadas por el autor, se piensa que la
comprension matematica de los estudiantes se genera después del aprendizaje de
procedimientos basicos matematicos para poder pensar y analizar. Como ejemplo de lo
anterior se tiene el estudio de Kwon et al. (2015) sobre argumentacion, donde estudiantes
de pregrado demuestran que la filosofia del pensamiento es relevante en el estudio del
calculo multivariado. De igual manera, el trabajo de Yerushalmy (1997) presenta el
aprendizaje de estudiantes de séptimo en la comprension de funciones de una sola variable
y varias variables.

AVANCE EN LA CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO VECTORIAL

Como parte del aporte tedrico de la tesis doctoral del investigador principal del presente
articulo, se manifestaron en el aula cinco modos de Pensamiento Vectorial, los cuales
permitieron esbozar una rubrica de caracterizacion del pensamiento la cual se puede
observar en la Figura 1 donde se ve involucrado en la resolucion de los problemas
consagrados en ocho actividades ajustadas para tal fin.

Esta rubrica es uno de los resultados mas importantes de la investigacion, la cual se
construyd observando en el trabajo de los estudiantes en el aula los modos de entender y
de pensar en la solucion de un problema especifico de la asignatura (recordando lo
descrito por Harel (2021)). El analisis que se realizé de estas soluciones vislumbré que
algunos estudiantes relacionaban un problema y su solucién en un lenguaje puramente
vectorial, cuyas consecuencias mostraban que habia ciertos modos de pensar que no
estaban contemplados en un analisis inicial.

Algunos de estos modos de pensamiento fueron similares a los del trabajo de Sierpinska
(2000) y a los modos de pensar en Algebra Lineal (Dorier, 1995), donde se ajustaron,
modificaron y generalizaron a los requerimientos de lo observado en el curso de Calculo
Vectorial. A continuacion se da una breve descripcion de tales modos de Pensamiento
Vectorial.

El modo vecto — algoritmico manifiesta la utilizacion del algebra vectorial para darle
solucion a un problema. Es el modo mas recurrente observado en las soluciones dadas
por los estudiantes. En este modo de pensamiento se encuentran, por ejemplo, el uso de
los algoritmos vectoriales como productos o determinantes, el algebra del producto de
cuatérnios, etc.

El modo vecto — dindmico manifiesta la utilizacién de herramientas tecnoldgicas de
geometria dinamica para visualizar un problema o para entender algin concepto teérico
que acarree resolver un problema (Donevska, 2016). En este modo se encuentran el uso
de las construcciones de los productos vectoriales, curvas y superficies orientadas,
campos vectoriales, etc.

El modo vecto — estructural manifiesta la utilizacidn de estructuras vectoriales, tales como
axiomas o teoremas propios, para transformar un problema y darle solucion. Como
ejemplo de tales modos podemos mencionar el uso de axiomas propios de los espacios
vectoriales, las desigualdades de magnitud y producto escalar, etc.

El modo de orientabilidad manifiesta la necesidad de un tipo de orientacion (por ejemplo
productos vectoriales, dreas o volimenes con signo, algebra de formas diferenciales,...)
que se usa para darle sentido a la solucion de un problema. Asi se puede mencionar el uso
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de esquemas de orientacion que permitan darle sentido a una operacion vectorial, el uso
de los vectores tangentes y normales para caracterizar una recta o un plano
respectivamente, etc.

El modo de generalizacion manifiesta la necesidad de ampliar u observar la solucién de
un problema desde otros puntos de vista para asi proponer otros problemas y darles
solucion. Se observa por ejemplo el uso de este modo para complementar o expandir una
construccion geométrica o un algoritmo efectivo que resulte Gtil para replicarlos, etc.

Cabe resaltar la importancia de estos modos de pensamiento en el trabajo con los
estudiantes a la vez que tan solo es un avance para lograr una caracterizacion del
Pensamiento Vectorial.

1. Moedo vecto- 2, Modo vectc- 3. Mpedo vecto- | 4. Modode | 5 Medo de
algoritmico dindmico estructural orientabilidad | generalizacion
o o L[] o L[]

1.1, Recurre 2.1, Por medio de | 3.1. Reconocela | 4.1. Aplica la | 5.1. Propone
a una estrategia | herramientas estructura orientacion algun
algoritmica tecnoldgicas vectorial del objeto | algoritmo
eficiente y | wisualiza implicita en un | geométrico wectorial
efectiva para | completamente la | problema. subyacente a | alternativoe al
resolver un | situacion problema. la solucion de | desarrollado
problema. un problema. | en clases.
1.2, Presenta el | 22, Utiliza los | 3.2 Fropone | 4.2, Reconoce | 5.2, Muestra
desarrollo de la | wectores una manera | la orientacién | otro  tipo de
actividad con el | elaborados con | vectorial para | como factor | construccién
proceso geometria dindmia | formular la | determinante | geométrica
algoritmico para dar solucién a | solucion de un | en una | para visualizar
correcto. un problema. problema. solucidn. un problema.
1.3, Demusstra | 2.3, Construye | 3.3. Recurre a | 4.3. Muestra | 5.3. Modifica
dominic de los | situaciones esguemas una una
Procesos geometricas  gue | vectoriales para | crientacion al | estructura
algoritmicos inwolucran dar solucion a | analisis de un | vectorial dada
vistos con | wectores. un problema. esguema que sirva para
antelacion a la vectorial dar sclucién a
actividad dado. un problema.
desarrollada.
1.4, Utiliza los | 24. Conceptualiza | 3.4. Transforma | 4.4. Entiende | 5.4. Conjetura
algoritmos el calculo wectorial | un problema | la relacion | diversos tipos
vectoriales para | desde su  faceta | dado para | entre la | de orientacion
construir una | dindmica. resolverlo  con | orientacién v | distinta a la
splucion de un estructuras una estandar.
problema. vectoriales. estructura

vectorial

dada.

Figura 1. Rabrica de caracterizacion del Pensamiento Vectorial.

RESULTADOS

A la luz de las evidencias de la implementacion del sistema de actividades y teniendo en
cuenta el marco teérico mencionado con anterioridad, se obtuvo que:

El 35% de los estudiantes que resolvieron los problemas extra-clase mostraron nuevas
formas de pensar algunos problemas propuestos desde el enfoque del Pensamiento
Vectorial, dando asi una oportunidad de mejora en este sentido. Estos problemas extra-
clase conllevaban un alto nivel de complejidad en su solucién y movilizaban gran parte
de los conceptos del curso, donde las estrategias recurridas por los estudiantes para su
solucién mostraban mas de una forma de pensar, por lo que la Dualidad (D) esbozada por
Harel (2008) adquiere una generalizacion dada por los modos de pensar vectorialmente.
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El 83% de los estudiantes usaron adecuadamente las herramientas y plataformas
tecnoldgicas para la visualizacion de los problemas y sus soluciones, trabajando desde la
practica. De esta forma se manifesté de manera general el modo vecto - dindmico y el
modo de orientabilidad en la solucion de los problemas sugeridos, dando asi paso a
nuevos tipos de problemas conjeturales y soluciones planteadas por los estudiantes, lo
que también manifiesta el modo de generalizacion del Pensamiento Vectorial.

El 74% de los estudiantes desarrollaron notaciones del Calculo Vectorial que permitid
optimizar las formas de entender y las formas de pensar de un problema particular, lo que
contrasta con la teoria DNR de Harel (2008) al trabajar cada problema desde un punto de
vista vectorial, donde la notacion y métodos de solucion de un problema particular
guedaban enmarcados en el modo vecto-algoritmico y vecto — estructural y el modo de
orientabilidad del Pensamiento Vectorial.

El 92% de los estudiantes se empodero de las herramientas del Pensamiento Vectorial
para la modelacion de un problema especifico, dando otro énfasis en la solucion de los
mismos. Esto se logrd, por ejemplo, con ayuda de las herramientas tecnoldgicas al
dinamizar un problema, o al aplicar algoritmos netamente vectoriales para la solucion de
un problema, o al ver la necesidad de recurrir a un esquema orientado para la aplicacion
de conceptos del curso (como por ejemplo el producto vectorial o el algebra de formas
diferenciales), o al ver que el problema podria complementarse con la solucién de otro
problema analogo asociado a él, lo que enmarca el uso de los modos de pensar
vectorialmente.

El 74% de los estudiantes notaron un cambio de paradigma de ensefianza — aprendizaje
del Calculo Vectorial a través del Pensamiento Vectorial y sus rabricas de caracterizacion,
lo cual se llevd a cabo mostrando el trabajo clasico de los libros de texto y contrastandolo
con los modos de Pensamiento Vectorial. En este contraste se utilizaron los libros de
Stewart (2018) y Marsden y Tromba (1991), junto con las ideas plasmadas en el aula por
el investigador y los estudiantes, quienes analizaban y sintetizaban las formas 6ptimas de
pensar y de entender un problema dado, de nuevo contrastando con la teoria DNR de
Harel (2008).

Como un producto de los resultados de esta investigacion, que no estad contemplada en la
tesis doctoral del autor principal, y del cual determina uno de los objetivos principales de
este articulo, es el de dar un contraste entre el Pensamiento Vectorial y la perspectiva de
la teoria DNR para el Calculo Multivariable desarrollada por Harel (2021) en su articulo
y del cual son analizados algunos conceptos de la asignatura.

Cabe resaltar que en la tesis doctoral se abordaron los mismos conceptos y mas, pero
mostrados desde un enfoque puramente vectorial, lo que conllevé a una comprension
significativa de los mismos y a su posterior puesta en préactica.

Sobre el producto cruz cabe mencionar que el mismo se observo bajo la lupa de los modos
de Pensamiento Vectorial descritos en la rubrica de caracterizacion, el cual también es
analizado bajo la 6ptica de los modos de pensar en Algebra Lineal por Guerra y Parraguez
(2019). EI mismo se defini6 usando el algebra de los cuatérnios dada por Hamilton y
estructurada de la siguiente forma:
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X

Figura 2. Esquema orientable del producto vectorial.

Lo anterior puso en manifiesto todas las propiedades de este producto, incluidas las
geomeétricas y estructurales, mas las propiedades de orientabilidad tanto de la estructura
como del calculo del mismo. Como contraste a lo indicado por Harel (2021), se podria
pensar que la forma de inducir este concepto es un atajo catalizador, pues el mismo
permitio, por ejemplo, motivar los campos rotacionales y el algebra de las formas
diferenciales, las cuales no hubieran sido posibles sin la ayuda de este importante
concepto mostrado desde su faceta vectorial.

Pero lo anterior va mucho mas alla de ser un atajo, pues la parte geométrica y estructural,
gue muchos autores exponen de manera ambigua y sin conexion con otros conceptos del
curso Stewart (2018) y Tromba (1991), se muestran de manera natural, sin la necesidad
de formulaciones abstractas ni de notaciones que violan un principio de forma
establecido.

A modo de ejemplo se planted un problema de formas diferenciales que versa: Dé los
otros drdenes de la 3 - forma . ;Concuerda esto con lo visto anteriormente en el triple
producto escalar de vectores? Justifique.

_
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RTA/I Existen 6 érdenes y claro que si concuerda si se cambia el orden se cambia
el signo, el producto triple escalar (que da volumen de un paralelepipedo) daria
negativo.

Figura 3. Problema que representa el modo vecto — estructural.
A lo que los estudiantes acuden al esquema introducido para el producto vectorial y lo

utilizan para generalizar las propiedades de las formas diferenciales, ademas de hacer
conexiones geométricas y estructurales.

Cabe recalcar que la forma de introducir el producto vectorial de esta manera indujo la
transicion fluida entre medidas con signo, interaccion de curvas o superficies con campos
vectoriales, y otras mas.

Sobre los demas conceptos abordados por Harel de las derivadas multivariables, lo
mostrado en la tesis doctoral usando el Pensamiento Vectorial, motivo la definicion de
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derivada total desde el punto de vista de los modos de pensar vectorialmente, lo cual
implico la introduccion de los demas conceptos de forma vectorial.

Es asi que, con base en la definicion del concepto de derivada total para una funcion w =
f(x,y,z), motivada por sus razones geométricas y estructurales, se muestra como:

ow = fodx + f,dy + f,dz = (fy, f,, ;) - (dx, dy, dz) = Vf(?) - OF

Lo cual revela el caracter puramente vectorial de la definicion, observando una conexion
entre la regla de la cadena estudiada en cursos anteriores, lo que hace empoderar la
definicion del concepto y aplicarlo a los demés temas como son: Linealizaciéon y planos
tangentes; Superficie de nivel de w (dw = 0) y a7 lineal.

Regla de la cadena: Tomar a w como funcion de las variables principales t y s, lo que
modifica la ultima version de la derivada total mostrada (asemejandose al trabajo
realizado por Dray & Manogue (1999) y (2003).

Derivada implicita: Tomando la primera version y derivando con respecto a una variable
independiente especifica.

Derivada direccional: Tomando a 97 como constante.

A la luz de lo indicado por Harel, de nuevo se diria que el concepto de derivada total de
una funcion es un atajo catalizador, dado los conceptos subyacentes que se desprenden,
pero claro que todo ello depende de un estudio de las curvas y superficies para cerrar el
ciclo formal detallado por Harel (2021), los cuales constan de las fases preformal, formal
y posformal.

Esta presentacion de los temas anteriores no es comdn en los libros de texto, lo que al
parecer del investigador deja de lado el formalismo recargado de notacién confusa e
inconexa a los demas temas del curso, lo que Harel ataca en su articulo y es el germen de
los atajos inhibidores.

A manera de ejemplo se planteé el siguiente problema: Por la estructura de los materiales
que conforman una caja, su longitud, su ancho y su altura varian con el tiempo. En cierto
instante las medidas de la caja son de dos metros su longitud y de tres metros su ancho y
su altura. Se observa que la longitud y el ancho de la caja aumentan a razon de 2 m/hy
que su altura disminuye a razén de 1m/h. En el momento que se tomaron las variaciones
de las medidas, determine las razones a las que cambian el volumen de la cajay el area
lateral de la caja.
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Figura 4. Problema que representa el modo vecto — algoritmico.

Figura 5. Problema que representa el modo vecto — algoritmico.

En este problema tipico sobre regla de la cadena en varias variables, se nota que los
estudiantes utilizan la notacion deducida por la derivada total mostrada anteriormente y
la aplican para resolver el problema. Notese la sugestion del Pensamiento Vectorial
involucrado en esta solucion. El problema se complement6 con el analisis geométrico y
dindmico de la situacién involucrada, lo que trajo consigo otro tipo de problemas que de
nuevo hacia uso de la forma vectorial de esta derivada total, lo que lo descataloga
Unicamente como un atajo catalizador.

CONCLUSIONES
Las TIC permiten avanzar en la caracterizacion del Pensamiento Vectorial

Los modos de pensar vectorialmente muestran la necesidad de un cambio de paradigma
entre lo que se imparte en un curso de Caélculo Vectorial y lo que se viene realizando
actualmente con las herramientas tecnoldgicas disponibles, ya que se ha evidenciado el
empoderamiento del estudiante en la formacién de los conceptos del curso y su posterior
aplicacion. Lo anterior se enmarca mayormente en la visualizacion como mediador entre
las formas de pensar vectorialmente, lo que se decanta en el modo vecto — dinamico.

La orientabilidad es un rasgo caracteristico del Pensamiento Vectorial

En muchas investigaciones sobre la ensefianza — aprendizaje del Algebra Lineal se hace
una extrapolacion entre sus modos de pensar identificados por Sierpinska (2000) y los
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que existen para el Calculo Vectorial, como por ejemplo los que estdn enmarcados en la
teoria DNR de Harel (2021). En esta investigacion se evidencié otro modo de pensar
vectorialmente que induce una orientacion geométrica o estructural, que, si bien se puede
analizar desde el Algebra Lineal, en el curso de Calculo Vectorial adquiere una relevancia
importante al analizarse desde su faceta dinamica, y que los estudiantes construyen el
significado de muchos conceptos del curso, donde algunos generalizan resultados
estudiados en cursos anteriores, como lo es, por ejemplo, el Teorema Fundamental del
Célculo.

El Pensamiento Vectorial como generalizador en el marco del DNR

En esta investigacion se realizd una caracterizacion de los modos de pensar
vectorialmente que encierra lo propuesto por Harel y lo generaliza. Vale la pena aclarar
que lo propuesto en este articulo no estd basado en una coherente interpretacion de los
demas conceptos previos al curso de Calculo Vectorial, por lo que la generalizacion
prevista no esté referenciada en este preconcepto.

Se concuerda con Thompson (2017) acerca de la necesidad de introducir los conceptos
basicos del Calculo a partir de mucho mas antes en secundaria, pues el cambio de
paradigma matematico se hace innovador al estudiar los conceptos de incrementos y la
matematica del movimiento.

En la experiencia del investigador, muchas veces los estudiantes mantienen ciertos
obstaculos, que pueden ser didacticos, epistemoldgicos o de otra indole, y algunos
docentes tienden a pensar que los estudiantes ya tienen tales conceptos bien desarrollados
por lo que avanzan sin detenerse en tales obstaculos.

Es por lo anterior que se debe reflexionar, ademas de ello, en llevar un texto acorde con
las necesidades del curso. Un texto que motivd mucha de la notacién usada en la tesis
doctoral fue el de Thompson (1914), que al parecer del investigador merece la atencién
de la comunidad de educadores matematicos. Temas como las reglas de las derivadas
demostradas por medio de cantidades infinitamente pequefias que son negligibles, y la
geometria de estos diferenciales, hacen ver al estudiante que se puede comprender tales
construcciones sin la necesidad de formalismos que obscurecen el horizonte de la
solucidn de algin problema. Con un lenguaje poco tradicional, la exposicion de los temas
se hace agradable y no empafia la veracidad y la elegancia de los resultados. Lo anterior
redundara en el empoderamiento de los diversos conceptos de la asignatura por parte de
los estudiantes y los replicaran en los cursos mencionados anteriormente en la
introduccién del presente articulo.

Resta por explorar las demas facetas del Pensamiento Vectorial y sus modos de
pensamiento, lo cual serd el insumo de proximas publicaciones sobre el tema y de las
cuales se mostraran sus utilidades en la caracterizacion de este tipo de pensamiento
matematico.
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