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LA ANSIEDAD MATEMATICA

Maria Sagasti-Escalona, Universidad de Almeria, Espafa
Resumen

El presente trabajo es una revision descriptiva sobre el tema de la ansiedad
matematica que sufren muchas personas, y en especial los jovenes, cuando tienen
que enfrentarse a una tarea matematica donde se explican los estudios mas
actuales que se estan realizando sobre este tema y concretamente los de las
interpretaciones de amenazas que les impiden el aprendizaje en este area. Esta
problemética es una de las mas importantes del campo de la ensefianza de las
matematicas y en este articulo se presenta un examen conciso para que los
docentes, psicopedagogos y orientadores reflexionen como abordar nuevas
pedagogias en este area. Una vision de la tendencia de los estudios cientificos mas
innovadores sugiere que cada vez hay mas investigaciones de este tema a nivel
global. Esto puede ser porque en la sociedad abundan las actitudes que fomentan
la ansiedad matematica. A lo largo del trabajo se explica que los sentimientos de
aprension, tensiéon o incomodidad experimentados por muchos individuos al
realizar actividades matematicas o en un contexto matematico son emocionales,
afectan a la memoria de trabajo y pueden explicarse a través de una apreciacion
de distintas formas de amenazas de estereotipos. Mediante estudios
psiconeurologicos, se ha visto que la forma de intervenir mas adecuada dependera
de la percepcion de los estereotipos asociados en cada caso. También, se muestran
recientes estudios para fomentar el cambio de pensamiento y convertir situaciones
practicas y habituales que generan ansiedad a otras que construyan una situacion
positiva mediante el desarrollo de la resiliencia matematica.

Palabras clave: ansiedad matematica, amenazas de estereotipo,
memoria de trabajo, bajo rendimiento en competencia matematica,
resiliencia matematica

Mathematical anxiety

Abstract

This work is a descriptive review of the mathematical anxiety that many people, and
especially young people, suffer when they have to deal with a mathematical task. It
shows the current studies being carried out on this subject and specifically those of
interpretations of threats that prevent them from learning in this area. This problem
is one of the most important in the field of mathematics teaching and this article
presents a concise examination so that teachers, psychopedagogues and counselors
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can reflect on how to approach new pedagogies in this area. A view of the trend of
the most innovative scientific studies suggests that there is more and more research
on this topic at the global level. This may be because society abounds with attitudes
that foster mathematical anxiety. Throughout the work it is explained that the
feelings of apprehension, tension or discomfort experienced by many individuals
when performing mathematical activities or in a mathematical context are
emotional, can affect working memory and can be explained through an
appreciation of different forms of threatening stereotypes. Psychoneurological
studies have shown that the most appropriate way to intervene will depend on the
perception of the associated stereotypes in each case. Also, recent studies are
shown to encourage thought change and convert practical and habitual situations
that generate anxiety to others that build a positive situation through the
development of mathematical resilience.

Keywords: mathematical anxiety, maths stereotypes, maths threats,
mathematical education, working memory, mathematical resilience



La ansiedad matematica

INTRODUCCION

Si bien las mateméticas a menudo se consideran un tema arduo, no todos los obstaculos de las
matema@ticas resultan ser debidos a dificultades cognitivas. Un gran nimero de nifios y adultos
experimentan sentimientos de ansiedad, angustia, inquietud o preocupacién cuando se enfrentan a
las matematicas. La ansiedad causada por hacer actividades del area de las matematicas o
considerar hacerlas se conoce desde hace tiempo como ansiedad por las matematicas [Math
Anxiety, MA]. A lo largo de los afios, una gran cantidad de estudios han indicado que muchas
personas tienen actitudes extremadamente negativas hacia las matematicas, lo que a veces equivale
a una ansiedad severa (Hembree, 1990; Ashcraft, 2002; Maloney y Beilock, 2012). Este fendmeno
fue reportado por primera vez por Tobias en 1978 y desde entonces ha sido el tema principal de
numerosas publicaciones (por ejemplo, Beilock, Gunderson, Ramirez y Levine, 2010; Punaro y
Reeve, 2012; Hill, Mammarella, Devine, Caviola, Passolunghi, y Sziics, 2016), mostrando que se
puede considerar un problema grave que afecta de forma parecida en todo el mundo.

La ansiedad por las matematicas se ha considerado un problema grave en todo el mundo. Por
ejemplo, en el ya que en el Programa Internacional para la Evaluaciéon de Estudiantes (PISA) de
2012 se demostré que el 33% de los estudiantes de 15 afios de edad, que es la media de los 65
paises que participaron en este programa, se sentian impotentes cuando se enfrentaban a problemas
matematicos (OCDE, 2013). En particular, la ansiedad matematica ha sido un asunto de interés en
los EE.UU. més que en cualquier otro lugar del mundo. La ansiedad de los jovenes cuando estudian
matematicas se considera un grave problema educativo en dicho pais y las publicaciones revelan
que el 25% de los estudiantes universitarios y el 80% de los estudiantes de los colegios
comunitarios tienen niveles moderados a altos de ansiedad por las matematicas (Chang y Beilock,
2016). Ashcraft (2002), que es uno de los autores mas influyentes en este campo, también explico
cémo "la cultura estadounidense abunda en actitudes que fomentan la ansiedad matematica”. El
gran interés de los eruditos estadounidenses por el tema de la ansiedad matematica puede surgir del
intento de encontrar soluciones a este grave problema a nivel nacional. Los recientes estudios de
Ersozlu, y Karakus (2019) muestran una vision de la tendencia de los estudios cientificos en este
area. Actualmente, existe un impulso a nivel global a realizar estudios cientificos en este campo de
investigacion como respuesta a los crecientes problemas de la sociedad moderna en la ensefianza de
las matematicas.

Es debido a dicha importancia por lo que en el presente trabajo se pretende dar una vision general
del problema. El articulo se estructura de la siguiente forma: primero se vera el método seguido
para realizar la revisidbn. A continuacion, se introduce en detalle el concepto de ansiedad
matematica, los posibles factores correlacionados (edad, género, genética, etc), su impacto
fisiolégico, su relacion con la memoria de trabajo, la percepcién de las amenazas de estereotipo, se
introduce el concepto de resiliencia matematica, asi como otras estrategias para afrontar el problema
y avances cientificos en este campo de estudio. Una cuestion importante que se plantea es si la
ansiedad matematica puede distinguirse con identidad propia o, si por el contrario, se trata de
ansiedad general. Tras esto, se realiza la discusion y se muestran las conclusiones.

METODO

El presente documento es una revision descriptiva sobre el tema de la ansiedad matematica que
sufren muchas personas, y en especial los jovenes, cuando tienen que enfrentarse a una tarea
matematica donde se explican los estudios mas actuales que se estan realizando sobre este tema.
Esta problematica es una de las mas importantes del campo de la ensefianza de las matematicas y en
este articulo se presenta un examen conciso para que los docentes, psicopedagogos y orientadores
reflexionen como abordar nuevas pedagogias en este area. Ademas, daremos una vision de las
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tendencias de los estudios cientificos mas innovadores, ya que es un tema en continuo estudio y
desarrollo en el que cada vez se realizan mas investigaciones a nivel global.

Busqueda bibliogréafica

Para la busqueda bibliogréafica, partimos de la hipotesis de que en la sociedad abundan las actitudes
que fomentan la ansiedad matematica, entonces cada vez hay mas investigaciones a nivel global y
maés estudios cientificos dedicados a este tema. En la localizacion de los documentos bibliograficos
se han utilizado varias fuentes documentales y bases de datos cientificas como Dialnet, Lantindex,
Redalyc o Scopus. Las busquedas bibliogréficas se realizaron en junio de 2019 utilizando los 3
descriptores: ansiedad matematica, educacion matematica y bajo rendimiento en competencia
matematica. En una bulsqueda inicial de articulos originales, catalogos y directorios, los registros
cientificos obtenidos fueron méas de 20.000 tras la combinacién de las diferentes palabras clave.
Para reducir considerablemente este orden de magnitud se han establecido ciertos limites
adicionales en la busqueda y, finalmente, se han seleccionado del orden de 20 publicaciones de
calidad, que se han utilizado como punto de partida para la realizacion de este estudio atendiendo a
los siguientes requisitos:

- Tipo de registro: articulos y revistas revisadas por pares, compilaciones, resimenes en revistas
cientificas y listados de referencias publicados en los ultimos 5 afios y en cualquier idioma.

-Los resultados se ordenaron atendiendo en primer lugar a su relevancia, en segundo lugar por fecha
de publicacion y en tercer lugar por su numero de citas, ya que queremos contar con informacion de
calidad que esté lo més actualizada posible.

-Se seleccionaron aquellos documentos que informasen sobre los aspectos formales de la ansiedad
que sufren muchas personas al enfrentarse a una tarea matematica y las amenazas que impiden su
aprendizaje.

-Se consideraron las fuentes documentales que contenian informacion util para docentes,
psicopedagogos y orientadores, para que reflexionen el abordaje de nuevas pedagogias desde un
enfoque neuropsicolégico, con una inclinacion hacia la psicologia cognitiva y la neurociencia.

Con base a estos criterios, se ha realizado una exhaustiva seleccion de fuentes bibliograficas de
calidad para garantizar la fiabilidad y validez del estudio, ya que se pretende hacer una revision
descriptiva que proporcione al lector una puesta al dia sobre conceptos utiles referidos al tema de la
ansiedad matematica. Como éste es un area en constante cambio y evolucion, el presente
documento se presenta por su utilidad en el campo de la ensefianza de las matematicas, aunque
también puede interesar a personas de campos conexos que quieran estar al dia en otras esferas
generales de su interés.

DESARROLLO
La Ansiedad Matematica

Hace casi medio siglo, Richardson y Suinn (1972) describieron la ansiedad matematica como
sentimientos de aprensién, tension o incomodidad experimentados por un gran ndmero de
individuos al realizar tareas matematicas o0 en un contexto matematico. Numerosos estudios a lo
largo de los afios han indicado que bastantes personas tienen actitudes extremadamente negativas
hacia las matematicas, que a veces equivalen a ansiedad severa (Hembree, 1990; Ashcraft, 2002;
Maloney y Beilock, 2012). El concepto de ansiedad matematica se ha asociado con dificultades
cognitivas para realizar tareas matematicas, potencialmente porque la ansiedad interfiere con
nuestra capacidad de mantener y manipular la informacién en mente (memoria de trabajo), pero es
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predominantemente un problema emocional (Ashcraft y Krause, 2007). Los estudios sugieren que
las actitudes hacia las matematicas tienden a deteriorarse con la edad durante la infancia y la
adolescencia (Wigfield y Meece, 1988; Ma y Kishor, 1997). Aunque muchos estudios tratan la
ansiedad matematica como una sola entidad, parece que puede consistir en mas de un componente.
Wigfield y Meece (1988) encontraron dos dimensiones separadas de la ansiedad matematica en 4
estudiantes de sexto grado y de secundaria; encontraron dos dimensiones diferentes: cognitiva y
afectiva, que eran similares a las que habian sido previamente identificadas en el area de ansiedad
por exadmenes por Liebert y Morris en 1967. La dimension cognitiva, denominada "preocupacion”,
se refiere a la preocupacion por el rendimiento y las consecuencias del fracaso, y la dimension
afectiva, denominada "emocionalidad”, se refiere al nerviosismo y la tension en las situaciones de
prueba y las respectivas reacciones autonomas (Liebert y Morris, 1967).

La ansiedad matematica es diferente de la discalculia del desarrollo, una dificultad cognitiva para
adquirir habilidades matematicas (Carey, Hill, Devine, & Sziics, 2017). Desde un punto de vista
clinico, Mélaga Diéguez (2014, p.46.) explica que la ansiedad matemaética es un trastorno que puede
aparecer en personas discalctlicas como consecuencia de las dificultades que genera este trastorno
de aprendizaje, pero también en personas sanas, o que podria inducir a un diagndstico erréneo. No
se trata de un trastorno menor, ya que las personas afectadas evitan las matematicas, lo que
repercute en su rendimiento académico y puede llegar a condicionar su futuro, ya que tienden a
elegir actividades o carreras universitarias que no precisan de esta materia (Ashcraft y Krause,
2007). De acuerdo con Mélaga Diéguez, en la ansiedad matematica, una intervencion psicoldgica
puede resolver el problema, mientras que la discalculia precisa un enfoque terapéutico distinto. La
ansiedad interfiere con el rendimiento y el bajo rendimiento aumenta la ansiedad, actuando como un
circulo vicioso (Carey, Hill, Devine, y Sziics, 2016). Mientras que la ansiedad matematica parece
estar asociada con un déficit en memoria de trabajo verbal y quizas también memoria de trabajo
visuoespacial, la discalculia es asociada con déficits en la memoria visuoespacial; en ambos casos,
la memoria a corto plazo y de trabajo se ven afectados (Mammarella, Hill, Devine, Caviola y Sziics,
2015).

Edad y género

La ansiedad matematica se ha observado en nifios de alrededor de 6 afios (Beilock, Gunderson,
Ramirez y Levine, 2010; Krinzinger, Kaufmann y Willmes, 2009; Thomas y Dowker, 2000;
Vukovic Kieffer, Bailey y Harari, 2013). Las actitudes negativas hacia las matematicas parecen
empeorar conforme el sujeto aumenta de edad. La ansiedad matematica aumenta cuando los nifios
alcanzan la Educaciéon Secundaria, persistiendo en la educacion posterior y durante toda la edad
adulta (Wigfield y Meece, 1988; Ma y Kishor, 1997), lo que tiene consecuencias negativas para el
desarrollo de las matematicas, la educacion matematica y la participacion de adultos en actividades
relacionadas con las matematicas.

Aunque hoy en dia existen pocas diferencias de género en el rendimiento matematico real en los
paises que ofrecen igualdad de oportunidades educativas a los nifios y las nifias, las mujeres de
todas las edades siguen tendiendo a calificarse a si mismas como inferiores en matematicas y a
experimentar una mayor ansiedad con respecto a las matematicas que los hombres.

En 2010, Beilock, Gunderson, Ramirez y Levine, realizaron un estudio que mostraba que cuando
las personas con ansiedad matematica son maestras de escuela primaria, su ansiedad matematica
conlleva consecuencias negativas en el rendimiento en matematicas de sus alumnas. Las maestras
de primaria en los Estados Unidos son casi exclusivamente mujeres (>90%), y en su estudio
proporcionaron evidencias de que la ansiedad de estas maestras se relaciona con los logros de las
nifias en matematicas a través de las creencias de las nifias sobre quién es bueno en matematicas. Al
principio del afio escolar, se evalu6 el rendimiento en matematicas de los estudiantes, y se confirmo
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que no habia relacion entre la ansiedad de una maestra de matemaéticas y el rendimiento de sus
estudiantes en matematicas. Sin embargo, al final del afio escolar, cuanto méas ansiosas estaban las
maestras con las matematicas, mas probable era que las nifias (pero no los nifios) apoyaran el
estereotipo comin de que "los nifios son buenos en matematicas y las nifias son buenas en la
lectura” y menor era el rendimiento de estas nifias en matematicas. De hecho, al final del afio
escolar, las nifias que creian este estereotipo tuvieron un rendimiento matematico significativamente
peor que las nifias que no lo hicieron y que los nifios en general. Segun este estudio, en la escuela
primaria temprana, donde los maestros son casi todos mujeres, la ansiedad matemética de las
maestras tiene consecuencias para el logro matematico de las nifias al influir en sus creencias sobre
quién es bueno en matematicas.

De acuerdo a lo anterior, es importante comprender las actitudes y emociones de los nifios y adultos
con respecto a las matematicas si queremos eliminar importantes barreras al aprendizaje y al
progreso en esta materia.

Otros factores

Ademas de la edad y el género, algunos factores posibles en la ansiedad matematica son la genética
o la cultura. Diversos investigadores han incluido el estudio de las causas de la ansiedad matematica
en sus trabajos y se ha visto que afecta tanto a jovenes como a adultos, a profesores y a alumnos, a
mujeres y hombres, etc. Gresham (2009) sugiere que la eficacia de los maestros esté correlacionada
negativamente con la ansiedad matematica.

Como acabamos de ver, Beilock et al. (2010) mostraron una correlacion negativa entre la ansiedad
matematica de las maestras y el logro de sus alumnas. Los profesores a los que las matematicas les
generan intranquilidad también pueden impulsar a sus alumnos a desarrollar ansiedad matematica,
como lo demostraron Markovits (2011) y Ramirez, Hooper, Kersting, Ferguson y Yeager (2018).

Wang et al (2014) presentaron pruebas de que algunos factores genéticos juegan un papel
importante junto con varios factores ambientales en el desarrollo de la ansiedad matematica.

Ma y Xu (2004) y Gunderson, Park Maloney, Beilock y Levine (2018) encontraron que las escasas
habilidades matematicas y los bajos niveles de rendimiento en matematicas tienen efectos adversos
en los niveles de autoeficacia de los estudiantes y hacen que éstos desarrollen ansiedad matematica.

Maloney, Ramirez, Gunderson, Levine y Beilock (2015) descubrieron que los padres con altos
niveles de ansiedad matematica provocan que sus hijos también la desarrollen.

Si los padres proporcionan apoyo firme y mantienen altas las expectativas de los hijos, pueden
reducir la ansiedad de sus hijos y aumentar sus logros en matematicas (Vukovic, Roberts y Green
Wright, 2013).

Si los maestros y los padres aumentan los niveles de motivacion matematica de los estudiantes
ansiosos y les dan claves de evaluacion apropiadas, pueden superar los antecedentes cognitivos y
afectivos de la ansiedad y aumentar su rendimiento matematico (Wang et al., 2015).

Impacto fisioldgico

Hembree (1990), Ashcraft (2002) y Maloney y Beilock (2012) sostienen que la ansiedad
matematica que sufren muchas personas, a veces, equivale a ansiedad severa. Los niveles de
ansiedad se han correlacionado con un aumento significativo en la dificultad respiratoria, tensién en
el cuello y los hombros, dolores de cabeza, depresién y ansiedad, lo que confirmé que los
estudiantes con mayor ansiedad matematica tienen una mayor activacion fisioldgica, como la
activacién neuronal, la frecuencia cardiaca y el aumento de cortisol (Faust, 1992; Lyons y Beilock,
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2012; Pletzer, Kronbichler, Nuerk, y Kerschbaum, 2015). Lo mas probable es que los estudiantes
gestionen estas reacciones fisioldgicas como el aumento del ritmo cardiaco y los cambios
respiratorios de manera negativa, lo que amplifica su autopercepcion negativa y recrudece sus
sintomas de ansiedad; esto puede inhibir su capacidad cognitiva para realizar tareas matematicas.

Ansiedad matematica y memoria de trabajo

Algunos aspectos de las matematicas parecen ser cognitivamente dificiles de adquirir para muchas
personas; y algunas personas tienen discapacidades de aprendizaje en matemaéticas especificas
moderadas o severas. Pero no todas las discapacidades matematicas son el resultado de dificultades
cognitivas. Un numero considerable de nifios y adultos tienen ansiedad por las matematicas, lo que
puede interrumpir gravemente su aprendizaje y rendimiento matematico, tanto al evitar las
actividades matematicas como al sobrecargar e interrumpir la memoria de trabajo durante las tareas
matematicas.

Desde un punto de vista neurocientifico, Etchepareborda y Abad-Mas (2005) explican que la
memoria de trabajo (también llamada memoria mediata, memoria a corto plazo 0 memoria
funcional) es la que guarda y procesa durante breve tiempo la informacion que viene de los registros
sensoriales y actua sobre ellos y también sobre otros. Etchepareborda y Abad-Mas concluyen que:

La afectacion de los mecanismos basicos propios de la memoria de trabajo provocara una disfuncion que
influird en un sinnimero de procesos de aprendizaje formal académico: dificultad en el manejo de la
direccidn de la atencion, dificultad en inhibir estimulos irrelevantes, dificultad en el reconocimiento de
los patrones de prioridad, falta de reconocimiento de las jerarquias y significado de los estimulos
(analisis y sintesis), impedimento en formular una intencién, dificultad en reconocer y seleccionar las
metas adecuadas para la resolucion de un problema; imposibilidad de establecer un plan de
consecucion de logros, falta de analisis sobre las actividades necesarias para la consecucion de un finy
dificultades para la ejecucién de un plan, no logrando la monitorizacién ni la posible modificacion de
la tarea segun lo planificado. (Etchepareborda y Abad-Mas, 2005, p.83)

Ashcraft y Kirk (2001) expusieron que los individuos con una alta ansiedad matematica
demostraron tener una memoria de trabajo mas pequefia, especialmente cuando fueron evaluados
con una tarea de célculo. Esta reduccion de la capacidad de la memoria de trabajo condujo a un
aumento pronunciado del tiempo de reaccion y a un aumento de errores en los célculos cuando la
adicion mental se realizaba simultaneamente con una tarea de carga de memoria. Los efectos de la
reduccion también se generalizaron a una tarea de transformacion con uso intensivo de memoria. En
general, los resultados demostraron que una variable de diferencia individual, la ansiedad
matematica, afecta el rendimiento en linea en tareas relacionadas con las matematicas y que este
efecto es una interrupcién transitoria de la memoria de trabajo. Los autores consideran un posible
mecanismo subyacente a este efecto -la interrupcion de los procesos ejecutivos centrales- y sugieren
que las variables de diferencia individuales como la ansiedad matematica merecen una mayor
atencion empirica, especialmente en las evaluaciones de la capacidad y el funcionamiento de la
memoria de trabajo.

Qin, Hermans, van Marle, Luo y Fernandez (2009) mostraron que "el estrés agudo inducido resultd
en una reduccion significativa de la actividad relacionada con la memoria de trabajo y fue
acompafiado de una menor desactivacion en las regiones cerebrales que se conocen conjuntamente
como la red de modo por defecto”. El estrés cronico, como percepciones repetidas de amenazas
asociadas con un pobre rendimiento matematico, influye en la corteza prefrontal, causa el
desramado y encogimiento de las dendritas, lo cual estd relacionado con la rigidez cognitiva
(McEwen et al., 2015). Con la disminucion de la memoria de trabajo, asi como la contraccién
cronica de las dendritas, se produce un deterioro no sélo en el rendimiento matematico, sino
también en otros procesos cognitivos (McEwen et al., 2015). Cuando los individuos son
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hipervigilantes o anticipan el peligro, su capacidad de pensamiento abstracto se ve inhibida a favor
de movilizar recursos para responder inmediatamente a una amenaza fisica percibida (Sapolsky,
2015).

La percepcion de amenazas de estereotipo en el estudio de las matematicas

Peper, Harvey, Mason, y Lin (2018) explican que muchos estudiantes tienen problemas al
desempefiar tareas cognitivas como la aritmética mental cuando se encuentran o se perciben en
situaciones de amenaza y hay diversos estudios que corroboran estas afirmaciones (Moore, Vine,
Wilson y Freeman, 2012; Schmader, Hall y Croft, 2015). La ansiedad matematica generalmente se
refiere a un conjunto de reacciones hacia las amenazas percibidas relacionadas con el desempefio en
tareas matematicas. Por ejemplo, el término amenaza de estereotipo se refiere a un tipo de
disminucion del rendimiento que se aplica cuando las personas tienen un rendimiento inferior al
esperado en relacion con su capacidad por el mero hecho de ser conscientes de un estereotipo
negativo a como deben desempefiarse, por ejemplo, una nifia estudiante puede rendir menos cuando
es consciente del estereotipo de que "los nifios son mejores que las nifias en matematicas"
(Maloney, Schaeffer y Beilock, 2013, p. 116). Cuando a las personas se les presenta una afirmacion
basada en estereotipos, que suponga una presion adicional para tener éxito o que amenace su
autointegridad o su sentido de pertenencia, se provocan reacciones de ansiedad que reducen su
rendimiento en las tareas matematicas (Spencer, Logel y Davies, 2016).

Ramirez, Shaw y Maloney (2018, p. 9) ofrecen una lista de ejemplos de interpretaciones de
amenazas:

e Estereotipos culturales (por ejemplo, "Las mujeres odian las matematicas, asi que yo también
debo odiar las matematicas™; Bieg, Goetz, Wolter y Hall, 2015).

e Estereotipos de creencias sociales en torno al aprendizaje obstruido (por ejemplo, "Si tienes
problemas para aprender algo, es probable que no te vaya a ir muy bien”; Benjamin, Bjork y
Schwartz, 1998; Koriat y Bjork, 2006; Stigler y Hiebert, 2004).

e Estercotipos de interacciones sociales en el hogar (por ejemplo, "Mis padres siempre me ayudan
con la tarea de matematicas porque no me siento muy comodo haciéndola por mi cuenta™; Maloney,
Ramirez, Gunderson, Levine y Beilock, 2015).

e Estereotipos de interacciones sociales en clase (por ejemplo, "Mi maestro se estresa mucho
ensefiando matematicas”; Beilock, Gunderson, Ramirez y Levine, 2010).

e Estereotipos de ensefianza de pedagogia (por ejemplo, "Mi maestro no nos hace preguntas ni nos
anima a pensar profundamente en las matematicas porque cree que no todos pueden ser buenos en
matematicas”; Ramirez, Hooper, Kersting, Ferguson,y Yeager, 2018).

e Estereotipos de creencias sobre el significado de una mayor excitacion fisiologica (por ejemplo,
"Mi corazon esta latiendo rapido, debo estar muy nervioso"; Jamieson, Nock, y Mendes, 2012).

Los efectos de la amenaza del estereotipo surgen cuando un individuo se siente en riesgo de
confirmar un estereotipo negativo sobre €l mismo o sobre su grupo y, en consecuencia, tiene un
rendimiento inferior en tareas relevantes (Steele, 2010).

Diversos autores han tratado de desentrafar la actividad cerebral asociada a la ansiedad matematica.
Para ello, algunos autores (Lamont, Swift, y Abrams, 2015; Ramirez, Shaw, et al., 2018) estudian
las amenazas debidas a cogniciones basadas en hechos (p. €j., “Todavia no he aprendido como
obtener la respuesta a ese problema matematico, sin embargo, soy capaz de aprender”) frente a las
debidas a cogniciones que son relevantes para los estereotipos (p. ej., “No se espera que tenga un
buen desempefio debido a un estereotipo™).
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Recientemente se han publicado estudios como el de Peper, Harvey, Mason, y Lin (2018), que
sugieren que la postura del cuerpo puede cambiar la respuesta a la amenaza de estereotipo ya que,
segun estos autores, un tipo de postura parece inhibir el rendimiento cognitivo mientras que la otra
postura aumenta el rendimiento. Tras estudiar la actividad cerebral asociada con las reacciones de
ansiedad matemaética, proponen intervenciones que incluyen cambios ergonémicos en el lugar de
trabajo (silla, ordenador, raton), la transformacion de los pensamientos autocriticos en pensamientos
de empoderamiento, y tomar un descanso o0 hacer ejercicio, segin convenga. Este tipo de tareas dan
lugar a un aumento de la confianza, una disminucion en los niveles de estrés y una mejora en la
salud y el rendimiento. Los mismos autores afirman que igualmente de importante es ensefiar a los
participantes estrategias de autorregulacién somética para reducir las quejas somaticas. Estos
pueden incluir una respiracion mas lenta, entrenamiento de la variabilidad de la frecuencia cardiaca
y relajacién muscular. La capacitacion debe ser generalizada y debe ensefiarse cdmo hacerlo en el
hogar, la escuela o el trabajo.

Resiliencia matematica

Como se ha visto anteriormente, los sentimientos de aprension, tension o incomodidad
experimentados por una gran cantidad de individuos al realizar actividades matematicas o en un
contexto matematico son emocionales, afectan a la memoria de trabajo y pueden explicarse a través
de una apreciacion de distintas formas de amenazas de estereotipos. Algunos autores plantaron una
semilla hace afios para fomentar el cambio de pensamiento y convertir situaciones practicas y
habituales que generan ansiedad a otras que construyan una situacion positiva. Esta semilla ha
crecido en un grupo de profesores e investigadores que trabajan para superar la ansiedad
matematica y construir resiliencia matematica.

Este grupo usa la resiliencia matematica como concienciacion. Afirman que todos nacemos con una
capacidad innata de resiliencia, mediante la cual podemos desarrollar competencia social,
habilidades para resolver problemas, conciencia critica, autonomia y un sentido de propdsito
(Benard, 1995). Del mismo modo, todos nacemos con una capacidad innata de resiliencia
matematica que se puede aplicar al aprendizaje de las matematicas. Pero una gran cantidad de
personas crecen en una cultura con una mentalidad fija prevalente (Dweck, 2000) en la que el bajo
rendimiento se considera inevitable, y en lugar de aunar fuerzas y aumentar la fuerza de voluntad
para resolver los problemas, no actGan y la situacién no cambia (Tobias, 1991).

Johnston-Wilder & Lee (2010) realizaron un trabajo sobre el desarrollo de la resiliencia matematica
donde se involucraron a varios maestros que llevaban a cabo proyectos de investigacidén-accion
disefiados para reducir la ansiedad y desarrollar la resiliencia. En este trabajo, definieron la
resiliencia matematica como "la capacidad de mantener la autoeficiencia frente a las amenazas
personales o sociales al bienestar matematico” (Johnston-Wilder y Lee, 2010). Estos autores
afirman que la resiliencia matematica necesariamente incluye salvaguardarse de las caracteristicas
habituales de la educacién matematica que generan ansiedad matematica.

Actualmente hay una amplia variedad de grupos de trabajo dedicados trabajar la resiliencia
matematica. Cabe destacar que, recientemente, Johnston-Wilder y Moreton (2018) han publicado
una interesante serie de practicas que pueden llevar a cabo los profesores para promover y
desarrollar la resiliencia matematica. Este trabajo se basa en los resultados de un grupo de trabajo
que formaron durante los meses de enero a julio de 2018 formaron con varios profesores y personas
de la comunidad educativa. El trabajo se centr6 en desarrollar la conciencia de los maestros y
profesores sobre las barreras afectivas para aprender las matematicas, como la ansiedad y la
evitacion de las matematicas, y en cémo desarrollar una mayor resiliencia en los estudiantes de
matematicas. Los conceptos clave que incluyen son: el modelo del cerebro del Dr. Daniel Siegel “
Hand Model of the Brain” para comprender el impacto de la ansiedad en el pensamiento; el modelo
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de zona de crecimiento (Lee y Johnston-Wilder, 2018) como un medio para ayudar a los estudiantes
a comprender y articular sus sentimientos al aprender matematicas y, ademas, para promover la
autoproteccion y la seguridad de los estudiantes de matemaéticas; también se incluyeron algunas
técnicas de atencion plena (mindfulness) para desencadenar una respuesta de relajacion cuando un
alumno comienza a experimentar ansiedad. La ensefianza para la resiliencia también implica que los
docentes desarrollen en los alumnos: una mentalidad de crecimiento; fuerza de voluntad;
conocimiento de cdmo trabajar las matematicas cuando se estd estd cansado y cémo conseguir
apoyo; comprension del significado, valor, relevancia personal y proposito de las matematicas.

Estrategias de afrontamiento

El desarrollo de estrategias para reducir el estrés y regular las emociones permite a los estudiantes
optimizar el rendimiento en muchas tareas cognitivas (Arroyo, Woolf, Burelson, Muldner, Rai y
Tai, 2014). Por ejemplo, los estudiantes que tienen un autoconcepto positivo de su habilidad en
matematicas se desenvuelven mejor en las clases de matemaéticas, posiblemente porque no atribuyen
el desempefio deficiente en matematicas como un hecho, sino que interpretan el fracaso como
informacion y como una oportunidad para aprender y crecer. Un meétodo para entrenar a los
estudiantes a interpretar el desempefio deficiente en matematicas es a través de la retroalimentacion
positiva. Shapiro, Williams y Hambarchyan (2013) han propuesto un Marco de Amenazas Multiples
como una herramienta para ilustrar como diferentes influencias personales y sociales impactan el
interées y el desempefio de las nifias en el aprendizaje de Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y
Matematicas (STEM, por sus siglas en inglés). En sus experimentos 1 y 2, revelaron que las
intervenciones del modelo a seguir fueron exitosas en la proteccion sélo contra las amenazas de
estereotipos de grupo, y los experimentos 3 y 4 revelaron que las intervenciones de autoafirmacion
fueron exitosas en la proteccion solo contra las amenazas de estereotipos de autoestima. La
investigacion proporciona una prueba experimental del Marco de amenazas multiples en diferentes
grupos estereotipados negativamente (estudiantes negros, estudiantes mujeres), diferentes dominios
estereotipados negativamente (inteligencia general, STEM) y obtiene diferentes resultados. Esta
investigacion sugiere que las intervenciones deben abordar el rango de posibles estereotipos de
amenazas para proteger eficazmente a las personas contra estas amenazas. A través de una
apreciacion de las distintas formas de amenazas de estereotipos y las formas en que las
intervenciones trabajan para reducirlas, esta investigacion pretende facilitar una comprension mas
completa de la amenaza de estereotipos.

Para afrontar la situacion de ansiedad matematica, hay multiples posibilidades y técnicas
innovadoras. En este estudio hemos mostrado algunas de ellas, como las que sugieren Peper,
Harvey, Mason, y Lin (2018), sobre como la postura corporal puede cambiar la respuesta del cuerpo
frente a la ansiedad matematica y también se ha considerado interesante incluir las aportaciones de
Johnston-Wilder sobre como afrontarla, quién en el 2010 introdujo el concepto de resiliencia
matematica que es el eje principal de sus estudios hasta la actualidad.

Debido a que los desafios son omnipresentes, la resiliencia es esencial para el éxito en la escuela y
en la vida. En este articulo revisamos algunas investigaciones (Tobias, 1991; Benard, 1995; Dweck,
2000; Johnston-Wilder y Lee, 2010; Johnston-Wilder y Moreton, 2018) que demuestran el impacto
de la mentalidad de los estudiantes en su capacidad de recuperacion frente a los desafios en el
aprendizaje de las matematicas. Los estudiantes que creen (o se les ensefia) que las habilidades
intelectuales son cualidades que se pueden desarrollar (a diferencia de las cualidades que se fijan)
tienden a mostrar un mayor rendimiento en las transiciones escolares desafiantes y mayores tasas de
finalizacién en cursos de matematicas. Desarrollar atributos sociales puede reducir la agresion y el
estrés de los adolescentes en respuesta a la victimizacion o exclusion de sus compafieros, y puede
mejorar el rendimiento escolar en el area de matematicas. Por todo esto, las intervenciones
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psicoldgicas que cambian la mentalidad de los estudiantes son efectivas y los educadores deben
fomentar estas mentalidades y crear resiliencia en los entornos educativos.

Ademas, el hecho de que a una persona le gusten las matematicas o las tema influira claramente en
el hecho de que tome cursos de matematicas mas alla de la edad de finalizacion de la escuela
obligatoria, y que siga carreras que requieran conocimientos matematicos (Chipman, Krantz, y
Silver, 1992; Brown et al., 2008). Por lo tanto, la ansiedad matemaética es un problema de gran
importancia para el futuro aprendizaje, desarrollo y uso de las habilidades matematicas, y también
es importante en si misma, como causa de gran estrés y angustia para las personas que la padecen.

Cada vez son mas los estudios que se estan llevando a cabo para comprender cémo funciona el
cerebro frente a las amenazas de estereotipos cuando se realizan tareas matematicas. También son
abundantes los avances que se han registrado en los Gltimas décadas, en parte gracias a las nuevas
tecnologias que se disponen en el &mbito de la neurociencia, y que permiten realizar estudios como,
por ejemplo, Bull, Espy, y Wiebe (2008) vieron que mediante andlisis correlacionales y de
regresion de la memoria visual a corto plazo y de trabajo que mostraban nifios de preescolar, podian
predecir especificamente el logro matematico de estos mismos sujetos en afios posteriores, por esto,
la posibilidad de una intervencion temprana puede ser fundamental en el aprendizaje y en los logros
matematicos futuros.

Avances cientificos

Respecto a los avances cientificos en este campo de estudio, el continuo y rapido crecimiento de la
tecnologia aplicada a las neurociencias, para comprender el funcionamiento del cerebro, ha dado
lugar a numerosos estudios y avances en el desarrollo de nuevas teorias sobre la ansiedad
matematica. Por ejemplo, Young, Wu y Menon (2012) utilizaron un procedimiento relativamente
nuevo, el IRM funcional (que se basa en imagenes por resonancia magnética), en su estudio con
nifios de 7 a 9 afios de edad para comprender la base del desarrollo neuroldgico de la ansiedad
matematica. Gracias a sus estudios, encontraron una actividad reducida en regiones del cerebro, que
son tipicamente activas durante el razonamiento matematico, y vieron que estos efectos eran
especificos de la ansiedad matematica y no estaban relacionados con la ansiedad general, la
inteligencia, la memoria de trabajo o la capacidad de lectura.

Expertos en neuroimagen y en modelado predictivo también estan tratando de ver como la ansiedad
matematica afecta al cerebro. El objetivo del modelado predictivo es tipicamente estimar un estado
0 rasgo (fenotipico) caracteristico de un individuo a partir de sus datos de neuroimagen. Erickson
(2015), en su tesis doctoral sobre ansiedad matematica y metacognicion en la educacion
matematica, sefiala que Danker y Anderson (2007) sugieren que los modelos cognitivos son capaces
de distinguir entre la ansiedad matematica y otras representaciones en la corteza parietal y la corteza
prefrontal; su resultado sorprendente fue que ambas regiones del cerebro estaban activas pero con
diferentes niveles de activacion (p. 23). Otros investigadores han examinado varios tipos de
actividad cerebral asociada con la ansiedad matematica debido a interpretaciones evaluativas
negativas 0 a evaluaciones de amenazas como "Nunca me motivaré para aprender matematicas
porgue no siento que las matematicas sean Utiles”, que se centra en la amigdala, la corteza parietal
posterior y la corteza prefrontal dorsolateral.

Ansiedad y ansiedad matematica

La ansiedad matematica se ha definido como "un sentimiento de tension y ansiedad que interfiere
con la manipulacion de los numeros y la resolucion de problemas matematicos en la vida cotidiana
y las situaciones académicas" (Richardson y Suinn, 1972) pero lo que no esta del todo claro es si se
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trata de un problema de ansiedad general o hay una forma especifica de ansiedad para las
matematicas con caracteristicas propias.

Pese a que diversos estudios muestran que la ansiedad matemaética es separable de otras formas de
ansiedad, otros autores sostienen que esta afirmacion no se puede determinar. Varios estudios
sugieren que la ansiedad matematica estd mas estrechamente relacionada con otras medidas de
ansiedad, especialmente la ansiedad en los examenes, que con las medidas de capacidad y
rendimiento académico (Hembree, 1990; Hopko, Ashcraft et al., 1998). Estos estudios suelen
mostrar correlaciones entre las medidas de ansiedad en matematicas y la ansiedad en los examenes.
Sin embargo, la ansiedad en las matematicas no puede reducirse ni a ansiedad en los examenes ni a
ansiedad general. Las personas pueden mostrar ansiedad en el desempefio no sélo con respecto a los
examenes y pruebas, sino también con respecto a una variedad de temas escolares o de la vida. Por
lo general, se supone que las matematicas provocan reacciones emocionales mas fuertes, y
especialmente ansiedad, que la mayoria de las otras materias académicas, pero esta suposicion
todavia necesita estudios mas detallados y ser investigada con mas profundidad (Punaro y Reeve,
2012). Aunque, la suposicion general es que las personas muestran mas ansiedad y actitudes
negativas hacia las matematicas que hacia otras materias académicas, no ha habido apenas estudios
que comparen directamente las actitudes hacia las matematicas con las de otras materias. Dowker,
Sarkar y Looi (2016) afirman que, ciertamente, existe ansiedad hacia realizar otras tareas que no
son las matematicas, especialmente cuando el desempefio de estas tareas se lleva a cabo frente a
otras personas. Se ha descubierto que las personas con dislexia muestran ansiedad acerca de la
alfabetizacion (Carroll & lles, 2006). Es bien sabido que el aprendizaje y uso de lenguas
extranjeras, especialmente por parte de los adultos, a menudo se ve inhibido por la ansiedad
(Horwitz et al., 1986). Los estudiantes de mdsica, e incluso los musicos exitosos, a menudo
demuestran ansiedad por la interpretacion musical (Kenny, 2011). Punaro y Reeve (2012) sugieren
gue aungue las matematicas no son la Gnica asignatura que provoca ansiedad, la ansiedad puede ser
mas severa y, posiblemente, afectar mas al rendimiento para las matematicas que para otras
asignaturas.

Dowker, Sarkar y Looi (2016) dicen que las actitudes hacia las matematicas, incluso las actitudes
negativas, no pueden equipararse con la ansiedad matematica, ya que las primeras se basan en
factores motivacionales y cognitivos, mientras que la ansiedad es un factor especificamente
emocional. Sin embargo, las medidas de actitud tienden a correlacionarse bastante estrechamente
con la ansiedad matematica. Esto puede ser porque las personas que piensan que son malas en
matematicas son mas propensas a estar ansiosas. La mayoria de los estudios indican una relacion
negativa entre el autoconcepto matematico y la ansiedad matematica (Hembree, 1990), pero en esta
relacion es dificil establecer la direccion de la causalidad: ¢lleva la ansiedad a una falta de confianza
en la propia capacidad matematica, o la falta de confianza en la propia capacidad matematica hace
gue uno se sienta mas ansioso?

DISCUSION

Tal y como se ha planteado, esta problematica parece afectar a nivel global y son numerosos los
estudios que se estan llevando a cabo actualmente. Carey, Devine, Hill, Dowker, McLellan y Szucs
(2019) opinan que la ansiedad matematica puede estar contribuyendo a un nivel relativamente bajo
en aritmética matematica en los adultos del Reino Unido. Ersozlu y Karakus (2019), en su analisis
bibliométrico, han visto que pese a la prevalencia de los EE.UU en la literatura de ansiedad
matematica, otros paises como Inglaterra, Alemania, Espafia, Canada, Turquia, Italia, Australia,
Israel, Austria, Paises Bajos, Republica Popular China y Singapur también muestran gran actividad
de investigacion en este area. Segun los afios de publicacion de los estudios, Inglaterra, Italia,
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Holanda, Espafia e Israel han tenido las publicaciones més recientes sobre ansiedad matematica, y
esto indica que hay una preocupacion por parte de estos paises sobre esta problemaética actual.

La literatura cognitiva muestra como el rendimiento matematico depende criticamente de la
memoria de trabajo y que las personas que se ponen muy nerviosas al hacer matematicas no pueden
demostrar sus habilidades en el &rea matematica por el miedo que sienten (Ashcraft y Krause,
2007). Esto no debe ser confundido con una dificultad cognitiva, porque como hemos visto, una
posibilidad es que se trate de un fendmeno fundamentalmente emocional. Diversos autores (Steele,
2010; Beilock, Gunderson, Ramirez y Levine, 2010; Maloney, Ramirez, Gunderson, Levine y
Beilock, 2015; Ramirez, Hooper, Kersting, Ferguson, y Yeager, 2018) han estudiado como la
percepcion de los estereotipos culturales, sociales, de género, etc. pueden estar asociados a la
ansiedad matematica y al rendimiento matematico.

Sobre que existe una relacion entre la ansiedad matematica y el rendimiento matematico no hay
duda, pero, ¢es la ansiedad matematica separable de otras formas de ansiedad? De momento, la
pregunta esta en el aire. Como se ha visto en los estudios, no esta claro hasta qué punto la ansiedad
matematica causa dificultades matematicas, y hasta qué punto las dificultades matemaéticas y las
experiencias resultantes de fracaso causan ansiedad matematica; existen pruebas significativas de
que la ansiedad matematica interfiere con la realizacion de tareas matematicas, especialmente
aquellas que requieren memoria de trabajo sin embargo, es dificil definir la prevalencia de la
ansiedad matematica, ya que en las medidas de ansiedad matematica no hay un limite claro
establecido sobre si un individuo padece ansiedad matematica o no (Devine, Hill, Carey, y Sziics,
2018). Desde una perspectiva aplicada, pedagodgica, investigadora y diagnostica es necesario
avanzar en la ordenacion de los indicadores de la ansiedad matematica. La urgencia de esta labor es
ampliamente reconocida desde un punto de vista educativo, pues la educacion inclusiva y
personalizada de los nifios y adolescentes con ansiedad matematica necesita resolver este problema
para que esos alumnos puedan realizar sus estudios adecuadamente. Sin duda, numerosos
investigadores (por ejemplo Ashcraft y Krause, 2007; Carey, Hill, Devine, y Sziics, 2016; Chang y
Beilock, 2016; Dowker, Sarkar y Looi, 2016) mantienen que los individuos a los que las
matematicas les generan preocupacion se caracterizan por una fuerte tendencia a evitar las
matematicas, que en ultima instancia, reduce su competencia matematica y les excluye importantes
trayectorias profesionales. Recientemente se han desarrollado varias intervenciones para aliviar la
relacion entre la ansiedad matematica y el bajo rendimiento matematico. Es posible que las futuras
intervenciones podrian beneficiarse si se enfocan de una forma integral y se actua a la vez, tanto en
lo que se corresponde con en el plano individual como en aquello que se corresponda con los
factores ambientales que rodean a los individuos, ya que las investigaciones actuales sobre el
comportamiento y la psicofisiologia revela que el vinculo entre la ansiedad matematica y el
rendimiento  matematico estd relacionado con  factores individuales  (cognitivos,
afectivos/fisioldgicos, motivacionales) y ambientales (sociales/contextuales), (Chang y Beilock,
2016).

Finalmente, en base a lo expuesto hasta aqui, surge de forma natural establecer una serie de lineas
de trabajo:

- Seria conveniente que los padres y los maestros intentasen modelar actitudes positivas hacia las
matematicas y evitar expresar actitudes negativas hacia los nifios, sin embargo, esto puede ser dificil
si los padres o los profesores estan muy preocupados por las matematicas. Esto es un doble
problema, porgue no s6lo no ayuda a solucionar el problema de ansiedad matematica del nifio, sino
que podria agravarlo porque, como se ha visto en este documento, la ansiedad de los padres y
profesores se puede trasladar a los nifios facilmente.
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- Podria ser ventajoso en el rendimiento aplicar técnicas de relajacion antes de los examenes de
matematicas para bajar el nivel de ansiedad de los alumnos. Al obtener mejores resultados
académicos podria disminuir la ansiedad matematica, y asi seria mas facil salir del circulo vicioso.

- Incrementar y mejorar la divulgacion y promocion de las matematicas en los medios de
comunicacion por ser interesantes e importantes podria ayudar a combatir los estereotipos de su
aprendizaje y a facilitar la comprension de éstas.

- Ademas, habria que considerar que las matematicas tienen diversos componentes (célculo,
estadistica, geometria, analisis, conceptos abstractos, resolucién de problemas...) y que diferentes
estrategias pueden ser efectivas atendiendo a los diferentes componentes.

CONCLUSION

En este articulo se ha realizado una revision del tema de la ansiedad matematica que sufren muchas
personas, y en especial los jovenes, cuando tienen que enfrentarse a una tarea matematica. Se han
incluido articulos cientificos actuales donde se explican los estudios mas recientes y las tendencias
que se estan realizando en el ambito internacional, ya que la investigacion sobre la ansiedad
matematica esta en continuo desarrollo y cada vez se realizan mas investigaciones a nivel global.
También se ha visto que esta problematica es una de las mas importantes del campo de la ensefianza
de las matematicas y este documento se ha presentado como una revision descriptiva que
proporcione al lector una puesta al dia sobre conceptos utiles referidos a la ansiedad matematica, y
para que los docentes, psicopedagogos y orientadores reflexionen como abordar nuevas pedagogias
en este area teniendo en cuenta, por ejemplo, de acuerdo a lo que hemos visto, que es muy probable
que las intervenciones tempranas para nifios con dificultades matematicas puedan ayudar a prevenir
una espiral viciosa, donde las dificultades matematicas causan ansiedad, lo que causa dificultades
adicionales con las matematicas.

En base a todas estas consideraciones, es importante que los educadores, las familias y los
orientadores hagan un esfuerzo para que el miedo y la ansiedad de los individuos hacia las
matematicas no tengan un efecto negativo en sus logros en matematicas, motivarles, darles apoyo y
mantener altas sus expectativas dandoles los incentivos apropiados. Mejorar las actitudes hacia las
matematicas significa no sélo reducir la ansiedad y otras emociones negativas hacia las
matematicas, sino también aumentar las emociones positivas hacia las matematicas.

Otra conclusion importante es la necesidad de ampliar la investigacion sobre la eficacia de las
diferentes estrategias para mejorar las actitudes ante las matematicas.
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Resumen

Gran parte del alumnado que nos encontramos en las aulas del grado de maestro o
maestra en educacion primaria es desconocedor de los hechos histdricos que
ocurrieron alrededor del personaje que produjo el contenido matematico que
trabajamos, ni tampoco las consecuencias que se han plasmado en el curriculo que
trabajaran con sus futuros alumnos y alumnas. Siguiendo la teoria de Jankvist (2009)
y la experiencia de Furinghetti (2007), emulamos una pequefia experiencia con
nuestro alumnado para observar como es de util la historia matematica en el
momento de ensefiar y aprender matematicas La consecuencia principal ha sido que
nuestro alumnado fue mas consciente del proceso histérico-evolutivo de las
matematicas y su perfil mas humano y dinamico reforzando asi las multiples miradas
que su futuro alumnado pueda tener sobre los contenidos matematicos.

Palabras clave: matematicas, didactica, grado universitario, ensefianza primaria,
historia.

History of mathematics for the formation of teachers

Abstract

The great part of the students of the grade of teacher in primary education is unknowingly of
contemporary historical events to the personages who developed certain mathematical
content, nor the consequences that have been shaped in the curriculum that will work with
their future students. We use the theory of Jankvist (2009) and the experience of Furinghetti
(2007), we emulate a small experience with our students to observe how useful mathematical
history is when teaching and learning mathematics. The main consequence was that our
students were more aware of the historical-evolutionary process of mathematics and their
more human and dynamic profile thus reinforcing the multiple looks that your future student
may have about mathematical content.

Keywords: mathematics, didactics, degrees, primary education, history.
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INTRODUCCION

El alumnado que recibimos en nuestro grado, mayoritariamente, desconoce esta historia
“matematica” y también las consecuencias que han producido en el curriculum que trabajaran en un
futuro. Con esta pequefia propuesta, se pretende que nuestro alumnado del Grado de maestro/a de
educacion primaria vea la historia matematica como una herramienta para sus futuras clases.
Siguiendo la teoria de Jankvist (2009), intentamos que, con esta pequefia experiencia, nuestro
alumnado vea como de Util es la historia de las matematicas para ensefiar y aprender precisamente
esta disciplina. Como dice Guzman (1992) creemos que la historia les puede servir para enmarcar los
diferentes contenidos que se trabajan de esta materia y responde al por qué de la importancia de estos
contenidos.

Nuestra experiencia es similar a la realizada por Furinghetti (2007) donde el autor explica que no
podemaos ignorar el problema de la preparacion de nuestros futuros maestros y maestras en la historia
de las matematicas. Procuramos que la historia se introduzca en nuestro curso como un artefacto,
segun Verillon y Rabardel (1995), un artefacto que se convierte en una herramienta cuando los
usuarios pueden usarla para sus propios fines.

La propuesta metodoldgica que presentamos se llevd a cabo en el primer semestre del curso
2017/2018, y con ella nuestro alumnado fue méas consciente del proceso historico-evolutivo de las
matematicas, de los grandes avances cientificos que se han realizado y de que la historia puede ser un
instrumento motivador, dinamizador y que dé sentido a lo que se esta trabajando en el aula de
primaria.

POR QUE Y COMO NOS SIRVE LA HISTORIA MATEMATICA PARA ENSENAR Y APRENDER
MATEMATICAS

En el articulo de Jankvist (2009) se explica de forma tedrica el por qué y como usar la historia de las
matematicas en la ensefianza y el aprendizaje de las mismas, asi como las interrelaciones entre los
argumentos a favor y en contra de usarla. La siguiente seccion queremos hacer una sintesis de lo que
se expone en este articulo.

Para Jankvist el hecho de usar la historia en la metodologia habitual de la clase de matematicas atiende
a dos escenarios distintos: uno es el uso de la historia como herramienta que permita mejorar la actitud
del estudiantado frente a las matematicas y el otro es el uso de la historia como objetivo en si misma,
queriendo conseguir que el alumnado conozca hechos histéricos matematicos.

Los argumentos que da Jankvist sobre el uso de la historia como herramienta, pone la atencion sobre
cdémo se aprende matematicas, pudiendo ser ésta un factor motivador para los y las estudiantes en su
aprendizaje y estudio de las matematicas. Por ejemplo, que los y las estudiantes conozcan los
diferentes contextos historicos de aquellas matematicas que estan trabajando puede ayudarles a
mejorar o al menos mantener el interés por la materia (asi lo determinan, Farmaki y Paschos, 2007;
Taimina, 2004; Tattersall y McMurran, 2004), también humanizar y desdramatizar las matematicas
(Russ et al., 1991). Descubrir que precisamente donde se tienen dificultades en la materia también
supusieron quebraderos de cabeza para matematicos en tiempos pretéritos (recogido por, Bakker &
Gravemeijer, 2006; Bartolini Bussi y Bazzini, 2003; Fauvel, 199; Tzanakis y Thomaidis, 2000),
consuela y da perspectiva al esfuerzo que hubo que hacer para “crear” los contenidos matematicos
que ahora les suponen una dificultad (Bakker y Gravemeijer, 2006).

Para Jankvist, ademas de tener estos efectos motivantes y mas afectivos, la historia también puede
desemperiar el papel de una herramienta cognitiva para apoyar el aprendizaje real de las matematicas.
Por ejemplo, un argumento afirma que la historia puede mejorar el aprendizaje y la ensefianza al
proporcionar un punto de vista 0 modo de presentacién diferente (por ejemplo, Helfgott, 2004;
Jahnke, 2001; Kleiner, 2001). Otros argumentos dicen que una fenomenologia historica puede
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preparar el desarrollo de una trayectoria de aprendizaje hipotética, o que la historia "puede ayudarnos
a mirar a través de los ojos de los estudiantes” (Bakker 2004).

Segun Jankvist la categoria de argumentos de la historia como objetivo contiene los que afirman que
aprender aspectos de la historia de las matematicas tiene un propdésito en si mismo. Se ha de tener en
cuenta que, el hecho de referirse a la historia de las mateméticas como una meta en si misma, no debe
confundirse con el conocimiento de la historia de las matematicas en general como un tema
independiente. El enfoque estd en los aspectos de desarrollo y evolucion de las mateméticas como
disciplina.

En este sentido, Jankvist (2009) considera, por ejemplo, que la historia de las matematicas es una
meta para mostrar al alumnado que las matematicas existen y evolucionan en el tiempo y el espacio
(por ejemplo, Tzanakis & Thomaidis, 2000; Barabash y Guberman-Glebov, 2004); que es una
disciplina que ha experimentado una evolucién y no algo que ha surgido de la nada (por ejemplo,
Niss y Jensen, 2002; Philippou y Christou, 1998); que los seres humanos han participado en esta
evolucion (por ejemplo, Gulikers y Blom, 2001; Thomaidis y Tzanakis, 2007); que las matematicas
han evolucionado a través de muchas culturas diferentes a lo largo de la historia, y que estas culturas
han tenido una influencia en la configuracion de las matematicas, y viceversa (por ejemplo, Tzanakis
y Thomaidis, 2000).

Desde el punto de vista de la historia como objetivo, conocer la historia de las matematicas no es una
herramienta principal para aprender matematicas mejor y mas a fondo. Al usar la historia como una
meta, el aprendizaje de los aspectos evolutivos de las matematicas sirve en si mismo para ilustrar
otros aspectos historicos de la disciplina.

LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS COMO RECURSO DIDACTICO

Si profundizamos un poco mas en el recurso de la historia de las matematicas, Yves Chevallard, en
1991, dice que el docente ha de tener la capacidad suficiente para adaptar el objeto del saber sabio a
su alumnado y que estos puedan llegar a completar el aprendizaje del mismo interiorizandolo.
También, en 1981 Freudenthal se plantea la necesidad del conocimiento de la historia de las
matematicas por parte de los docentes y cuél deberia ser el uso de la historia en esta materia. Sugiere
que la historia facilita la inmersion en aquello que se va a ensefiar y aprender. Guzman (1992) afirma
que la historia sirve para enmarcar los diferentes contenidos que se trabajan y responde al por qué de
la importancia de estos proporcionando unas aplicaciones de cada uno de ellos. Para hacer esto posible
propone complementar la formacion de los docentes en historia de la matematica para, de este modo,
entender las dificultades que llevaron a desarrollar nuevos conceptos. Ademas, observa la historia de
las matematicas como un recurso de aplicacion obligatoria, ya que puede ser de ayuda para la
motivacion del alumnado, entre otros aspectos.

En primer lugar, Gomez (1994) propone un analisis de los elementos por separado de la ensefianza
de las matematicas y de la historia de esta disciplina. Con este andlisis lo que pretende es encontrar
todas las posibles relaciones entre la historia de las matematicas y su ensefianza, ya que hasta el
momento considera que no se ha matizado esta relacion.

Existen otros autores como Gonzélez-Urbaneja (2004) que indican de que la historia de las
matematicas facilita el proceso de ensefianza-aprendizaje en la asignatura de matematicas, es fuente
de numerosos materiales didacticos que fomentan “el recreo intelectual”, y sirve de enriquecimiento
cultural a la ensefianza de esta materia, favoreciendo la interdisciplinariedad en el curriculo; también
Sanchez (1997) propone que el aprendizaje de las matematicas debe empezar por plantear un
problema que satisfaga unas necesidades practicas o técnicas del mismo modo al que los grandes
matematicos/as tuvieron que dar respuesta; o Lupiafiez (2002) que expone algunas de las aplicaciones
de la historia de las matematicas y como incorporar la historia de las mismas en el aula. Todos ellos
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vienen a reforzar la idea del uso de la historia de las matematicas como recurso para utilizar en el aula
de primaria.

Jankvist (2009) explica el uso de la historia para disefiar material. Por ejemplo, esa historia puede
servir como fuente de inspiracion para un disefiador determinado de materiales didacticos, incluidos
libros de texto, hojas de trabajo, etc., (asi lo reflejan: van Maanen, 1997; Gravemeijer y Doorman,
1999; Radford, 2000b; Kleiner, 2001; Streefland, 2003; Van Amerom, 2003; Fung, 2004; Bakker y
Gravemeijer, 2006; Barbin, 2007). Es posible que estos disefiadores no estén interesados en
restringirse a usar la historia como herramienta 0 como objetivo. Posiblemente, querrian hacer ambas
cosas. Sin embargo, aunque la categorizacion puede no abarcar todos los argumentos de disefio de
material didactico para el uso de la historia, aun puede tener algo que ofrecer al disefiador del material
didactico. Por ejemplo, conocer las diferentes interrelaciones de los por qué y como puede ayudar a
los disefiadores de materiales a elegir un enfoque para usar la historia que se adapte a su proposito.
En cualquier caso, las categorias de por qué y cémo y la discusion de sus interconexiones presentadas
en el articulo de Jankvist (2009) ain pueden usarse para analizar el material producido por un
disefiador determinado, por ejemplo, como una forma de revelar el propésito del disefiador de usar la
historia. Pero, lo que es méas importante, también puede ser una forma de explicar en qué medida el
disefiador, al elegir un enfoque determinado, descarta algunos de los por qué de usar la historia.

Weldeana y Abraham (2014) explican la experiencia de Mac y Bhaird (2009), que consistia en evaluar
el impacto de introducir la historia de las matematicas al alumnado que habia tenido dificultades con
la materia. Se produce un cambio ya que pasan de unas matematicas mas enfocadas en la
memorizacion de reglas y procedimientos a comprender los contenidos que estan trabajando. La
historia de las matematicas les ha proporcionado un enfoque alternativo para enfrentarse a la
resolucion de los problemas.

Por otro lado, la historia proporciona problemas de contexto que promueven el pensamiento del
alumnado en la resolucién de problemas y la escritura reflexiva (Katz, 2000). En el estudio de
Weldeana y Abraham (2014), al estudiantado se les muestra una metodologia un poco contradictoria,
ya que se les muestra visiones de trabajarlas en conflicto. Subyace el método tradicional de otros mas
progresistas y se les alienta para que reflexionen sobre su vision actual de los contenidos de
matematicas y como transmitirlos, asi como la manera de resolver estas contradicciones. Conocer la
historia les lleva a una mejor comprension y una mejora de resultados (Furinghetti 2000; Kenschaft
2005; Klyve y Stemkoski 2009; Knoebel et al. 2007). Thompson (1992) sostiene que el conocimiento
de la historia de las matematicas conduce a posturas mas progresistas cuando se partia de otras mas
tradicionales.

OBJETIVO

Este estudio evalta la efectividad de una actividad novedosa en la asignatura de didactica de la
matematica en la Universidad de Valencia, concretamente en Didactica de la Geometria y la
Probabilidad y la Estadistica, para alumnado de 4.° del Grado en maestro 0 maestra de educacion
primaria. En particular, el estudio aborda dos preguntas de investigacién (PI):

PI1: ¢ Fue atractiva la actividad propuesta sobre historia? ; Se modificaron las creencias y sus actitudes
hacia la historia de las matematicas con esta actividad?

PI2: ¢La actividad fue lo suficientemente atractiva para proponerla en las otras didacticas de las
matematicas qué impartimos?

DI1SENO DEL EXPERIMENTO

Como docentes de diversas asignaturas Didactica de la Matematica en la Universidad Jaume | de
Castellon y en la Universidad de Valencia Estudio General hemos observado que nuestro alumnado
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es desconocedor de la evolucion historica de los contenidos matematicos que trabajan habitualmente
y de los personajes matematicos y diversos hechos historicos que los generaron.

En nuestras clases de la Universitat Jaume I, aunque es cierto que en los materiales didacticos que les
proponemos (Alcalde, Pérez & Lorenzo., 2014; Pérez, Alcalde & Lorenzo., 2014; Lorenzo, Alcalde
& Lorenzo., 2015) hay un resumen historico que ocupa la primera parte de cada bloque de contenidos,
es también cierto que el alumnado no acaba de darle la suficiente importancia, por este motivo en el
curso 2016-2017 pensamos que seria una gran idea que trabajaran de un modo diferente la historia de
la matemaética en nuestras aulas, para que tuvieran recursos de cdmo trabajarlas en sus futuras aulas
como maestros y maestras. La intencion es trabajar la historia de la mateméatica como herramienta
como dice Jankvist (2009).

Para lograr nuestro objetivo, en el curso 2017-2018 en la asignatura de Didactica de la Geometria,
Medida y Probabilidad y Estadistica de la Universidad de Valencia Estudio General se realizé una
experiencia con el alumnado de 4.° curso de la mencién de mdsica, el grupo estaba formado por 21
mujeres y 11 hombres, todos accedieron a la universidad por la prueba de acceso PAU salvo un
alumno que venia de ciclo formativo.

Disefio general
Los pasos que seguimos fueron los siguientes:

1. Se prepar0 un pre-test (anexo 1) no validado que se les paso a través del aula virtual la primera
semana de clase, con el que queriamos saber la predisposicion que tenian a realizar la experiencia.
2. Una vez analizados los resultados obtenidos se decide realizar la actividad del anexo 3, en la

que han de reflexionar sobre la relevancia historica de la aparicion de los contenidos matematicos. Se
les proporciona un listado de autores matematicos ilustres (anexo 4), aunque se les da la oportunidad
de proponer otros, si quieren.

3. Durante dos sesiones de clase, de 120 minutos de duracion cada una, el alumnado trabajo la
actividad. Se les animé a que la implementaran en sus estancias en practicas externas en los distintos
centros de educacion primaria, dado que la asignatura era el primer semestre y la estancia tenia lugar
en el segundo.

4. Una vez entregada la actividad se les paso el post-test (anexo 2) para saber el grado de
satisfaccion y conocer si creian que podia ser novedoso el uso de este recurso en el aula.

Estudiantado

El alumnado se agrup6 en grupos de maximo 5 componentes. Sus tareas fueron, inicialmente,
contestar el pre-test en el aula de informatica y en 2 sesiones de 120 minutos cada una posteriores
tuvieron que escoger un personaje matematico ilustre que hubiera hecho algin avance en geometria
y otro personaje en estadistica o probabilidad. Para facilitar la tarea se les proporcionoé una lista con
nombres, aunque algunos prefirieron escoger autores diferentes a los de la lista.

Una vez seleccionados, debian estudiar su vida y sus avances matematicos. Dado gque ya habian estado
dos periodos de préacticas externas en dos centros educativos diferentes, debian realizar un esbozo de
dos unidades didacticas donde el eje central de cada una de ellas fuera el matematico escogido, con
la condicion de que debian darle continuidad, es decir, que su vida y su obra estuvieran integradas en
las actividades propuestas.

Nuestra intencién era que cada trabajo se hubiera presentado en el aula delante de sus compafieros y
comparieras, pero por motivos de organizacion de la asignatura, no fue posible.

Después de la entrega de la actividad, el alumnado contesté el post-test.
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METODOLOGIA

Al describir nuestro experimento, similar al realizado por Furinghetti (2007), debemos ser conscientes
que nuestro estudiantado tiene unos conocimientos minimos en historia de las matematicas. Nuestro
objetivo no es solo aumentarlos, sino que los usen para mejorar el trabajo que hacen de las
matematicas en clase (Verillon y Rabardel, 1995). Ademas, la calidad de estos conocimientos que
acumulen los futuros maestros y maestras sera el resultado de las fuentes que utilicen. Por esto es
recomendable utilizar fuentes originales para no ser influenciados por otros investigadores que ya
hayan hecho tratados sobre estas fuentes originales (Arcavi y Bruckheimer, 2000; Jahnke et al., 2000).

RESULTADOS
Resultados del pre-test

Las frecuencias absolutas del pre-tests (anexo 1) se encuentran en la tabla 1, donde 1 era el valor que
designa muy desacuerdo y 5 muy de acuerdo. Cuando se analizan las respuestas se observa que este
alumnado es desconocedor de la historia de la matematica, que nunca o casi nunca han realizado
ninguna actividad donde se trabaje y suponemos que a la pregunta de si les parece buena idea utilizar
este recurso como elemento motivador en el aula han contestado 16 personas de forma neutral, pero
hay una tendencia positiva, dado que cualquier elemento motivador dentro del aula creen que puede
ser interesante.

Tabla 1. Frecuencias absolutas de los resultados de la realizacion del pre-test de los 32 alumnos que
cursaban la asignatura

Preguntas 1 2 3 4 5
Conozco la historia de las matematicas 2 15 12 2 1
En mi instituto se realizaban actividades para conocer la historia de las 13 14 4 0 1

matematicas

En mi colegio se realizaban actividades para conocer la historia de las 13 13 5 0 1
matemaéticas

Creo que la historia de las matematicas es un buen recurso para 0O 4 15 10 3
introducir conceptos matematicos en el aula de Primaria

Utilizaria la historia de las matematicas para realizar una unidad 0 4 16 9 4
didactica globalizada para trabajar algin concepto

Algunas propuestas didacticas

Finalmente hubo 8 grupos que participaron en el estudio siendo conocedores que utilizariamos sus
propuestas de manera anonimizada. En la tabla 2 se puede observar las elecciones realizadas. Para
geometria el personaje mas veces escogido fue Pitagoras, mientras que para probabilidad y estadistica
hay bastante méas variedad de personajes, aunque también se repiten. De los 8, 2 relacionaron el
personaje histdrico con la unidad didactica, cumpliendo realmente la finalidad que perseguiamos. De
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los 6 restantes, aunque si proponen un autor, el contenido a trabajar y actividades, no hay ninguna
relacion entre ellos. Fue en la explicacion por parte de la profesora de las propuestas planteadas por
los diversos grupos en el aula donde aquellos grupos que no habian establecido conexion se
percataron de este hecho y el aprendizaje del objetivo buscado cobré sentido.

Tabla 2. Mateméticos escogidos por los grupos de trabajo

Geometria Probabilidad y Estadistica
Grupo 1 Fermat Laplace
Grupo 2 Pitagoras Galileo
Grupo 3 Pitagoras Laplace
Grupo 4 Pitagoras Huygens
Grupo 5 Matematicas en el antiguo Egipto Fermat y Pascal
Grupo 6 Euclides Pascal
Grupo 7 Aristételes Galileo
Grupo 8 Egipcios Bernoulli

Creemos que una de las mejores propuestas presentadas fue la de un grupo que trabajo a Galileo
Galilei a través del comic y la experimentacion consistente en la construccion de un telescopio
sencillo, asociando cada parte del telescopio con una figura geométrica correspondiente. Una vez
construido el telescopio, los nifios y nifias se meten en el papel de Galileo por unos minutos y observan
las constelaciones que €l pudo ver también, asi aprenden, ademas de la historia de Galileo, qué hacia,
qué aprendia y qué observaba por el telescopio. También proponen el visionado del video de “Erase
una vez... los inventores” (Barill¢, 1994) donde el protagonista es Galileo y con las siguientes
preguntas:

1. ¢ Cuales fueron los principales inventos y descubrimientos de Galileo Galilei? Enuméralos.
2. ¢Por qué no fueron comprendidos algunos de ellos?

Para finalizar, la actividad central consistia en estudiar las constelaciones y buscar las semejanzas que
tienen con los cuerpos geomeétricos.

Resultados del post test

El 23 de octubre de 2017, después de haber entregado la actividad se les pasé el siguiente post-test
(anexo 2) donde podian escribir sus opiniones de la actividad. Las respuestas fueron las siguientes.

Un estudiante a la primera pregunta (tabla 3) respondio: “Porque asi los alumnos y las alumnas
pueden entender mejor de dénde vienen los conceptos que van a estudiar, metiéndose en la época de
los autores que desarrollaron las teorias matematicas y asi llegar de mejor forma al conocimiento
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de estas.” El mismo estudiante a la segunda pregunta (tabla 3) afiade: “Porque he podido comprobar
que se entienden los conceptos de mejor manera si tienen una mejor contextualizacion.”

Tabla 3. Frecuencias absolutas del post-test de los 32 alumnos que cursaban la asignatura

Preguntas 1 2 3 4 5

Creo que la historia de las matematicas es un buen recurso para introducir 1 3 11 12 4
conceptos matematicos en el aula de primaria.

¢Utilizaria la historia de las matematicas para trabajar algin contenido de 0 3 4 18 4
matematicas con mi futuro alumnado de primaria?

¢Les reconoces mas importancia a los contenidos matematicos que nos han 1 0 10 12 8
aportado los autores de la actividad por el hecho de saber quién, cémo y cuando
aparecieron en la historia?

Por otro lado, un alumno afadié a la primera pregunta (tabla 3): “No creo que sea necesario explicar
la historia para que el alumnado entienda como se realiza una suma o resta, por ejemplo.” y a la
segunda (tabla 3): “Aunque para el alumnado no sea importante, para un profesor puede resultar de
gran ayuda.” El alumno se animaba a ponerlo en practica, aunque no estaba persuadido.

El tnico alumno que peor puntia esta actividad anade a la pregunta 1 (tabla 3): “Creo que las
investigaciones de los diversos autores son muy dificiles para introducirlas al aula de primaria, ya
que los ejercicios de primaria son adaptaciones de los estudios realizados por dichos autores.” y a
la segunda (tabla 3): “Puede que en algunos contenidos sea interesante plantear algo de historia para
contextualizar las actividades, pero generalmente no lo utilizaria.” El alumno reflexiona sobre si es
atil o no la historia de la matematica para trabajar contenidos de matematicas, pero centrado en unos
contenidos muy inmediatos en los que se disipa esta utilidad. Quiza en otros contenidos su opinion
cambiara.

CONCLUSIONES.

Como fortaleza, en general, nuestros estudiantes realizan unas actividades muy interesantes, algunas
de ellas ejemplificadas en la algunas propuestas didacticas y dos grupos utilizaron la historia de las
matematicas para mejorar el interés de sus futuros estudiantes en las matematicas. No como fin altimo
el hecho de conocer la historia, como Jankvist (2009) indica utilizando material donde con la historia
se mejoren las matematicas. En ese sentido, realizaron actividades atractivas y diferentes para
introducir a los autores, su historia y sus aportaciones a las matematicas en el aula. Hubiera sido
interesante que se hubiera puesto en marcha todas estas propuestas en sus clases de practicas externas
en el aula de primaria, pero al ser de la mencion de musica, esto no fue posible. Ademas, por falta de
tiempo de la asignatura no se pudieron exponer las propuestas en el aula y tampoco se realizé la
evaluacion entre pares, la docente explico los trabajos y comentd los errores cometidos. En cualquier
caso, creemos que con esta propuesta conseguimos que el alumnado fuera consciente que los
conceptos matematicos tenian a unos “inventores” detras y que podian ser interesantes para motivar
al alumnado de primaria. Conseguimos hacerlos conscientes de una de las directrices de Freudenthal
(1981): la necesidad del conocimiento de la historia de las matematicas por parte de los docentes y el
uso de la historia en clase de matemaéticas.
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Tal y como dice Gonzalez-Urbaneja (2004), este conocimiento de parte de la historia de la matemaética
relativa al trabajo de los contenidos que se esta realizando favorece el proceso de ensefianza
aprendizaje y también lo han constatado nuestros estudiantes. También consideramos importante
haber iniciado una reflexion en ellos y ellas que les lleve a tener la necesidad de conocer la historia
de las matematicas de los contenidos que vayan a trabajar con su futuro alumnado, tal como dice
Freudenthal (1981).

ANEXOS
Anexo 1. Pre test. Historia matematica

Este formulario es para realizar una pequefia investigacion de vuestros conocimientos sobre historia
matematica.

Cadigo de identificacion (sera las dos primeras letras del lugar de nacimiento que diga el DNI y fecha
de nacimiento DDMMAAAA)

Sexo:

o Mujer
o Hombre
Edad:

Asignatura (codigo)

Grupo:

Acceso a la universidad

Pruebas de Acceso a la Universidad
Ciclo formativo

Prueba de acceso a mayores de 25 afios
Prueba de acceso a mayores de 40 afios
Otros

O O O O O

1 (muy 2 3 4 5 (muy de
desacuerdo) acuerdo)

Conozco la historia de las matematicas

En mi instituto se realizaban actividades para
conocer la historia de las matematicas

En mi colegio se realizaban actividades para
conocer la historia de las matematicas

Creo que la historia de las matematicas es un
buen recurso para introducir conceptos
matematicos en el aula de primaria

27



Santagueda Villanueva, M. y Lorenzo-Valentin, G.

Utilizaria la historia de las matematicas para
realizar una unidad didactica globalizada para
trabajar algin concepto

Anexo 2. Post test

Después de haber realizado y entregado la actividad ENTREGABLE TEMA 2.

Cadigo de identificacion (sera las dos primeras letras del lugar de nacimiento que diga el DNI y fecha

de nacimiento DDMMAAAA)

1 (muy 5 (muy de
desacuerdo) acuerdo)
Creo que la historia de las matematicas es un
buen recurso para introducir conceptos
matematicos en el aula de Primaria.
¢Por qué motivo?
1 (muy 5 (muy de
desacuerdo) acuerdo)
¢Utilizaria la historia de las matematicas para
trabajar algun contenido de matematicas con
mi futuro alumnado de primaria?
¢Por qué motivo?
1 (muy 5 (muy de
desacuerdo) acuerdo)

¢Les reconoces mas importancia a los
contenidos matematicos que nos han aportado
los autores de la actividad por el hecho de
saber quién, como y cuando aparecieron en la
historia?

¢Por qué motivo?

Anexo 3. Actividad propuesta a los y las estudiantes
Introduccion

El desarrollo de las matematicas ha jugado un papel fundamental en el progreso de la humanidad.
No sélo desde un punto de vista meramente matematico, sino también porque ha contribuido a

desarrollar ciencia y tecnologia a la vez.
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Objetivos

Reflexionar sobre la relevancia de la historia de las matematicas y su potencial para motivar a los
estudiantes en las etapas de educacion primaria.

Actividades para entregar
Esta actividad se realizara por grupos. Se desglosara en los siguientes apartados:

. Cada grupo debe seleccionar un personaje que haya realizado una aportacion considerable
al avance de Geometria y otro que haya aportado algun concepto de Estadistica y Probabilidad, de
los contenidos vistos en clase.

. Realizar un breve estudio del autor, su vida y sus aportaciones en matematicas.

Proponer un dispositivo didactico con cada uno de estos personajes, indicando el curso donde se
ubica y el detalle de la implementacion y que combine la historia del contenido, con el autor/a y el
trabajo que queréis realizar con vuestro futuro alumnado de primaria.

Anexo 4. Listado de matematicos ilustres proporcionada a los estudiantes

Geometria Probabilidad y estadistica
Aristoteles Vito Seckendorff
Papiro Rhind German Conring
Babilonios Gottfried Achenwall
Egipcios Von Scholer

Tales de Mileto Galileo Galilei
Pitagoras Girolano Cardano
Platon Blaise Pascal

Euclides Pierre Fermat

Kepler Christiaan Huygens
Gauss Joseph-Louis Lagrange
Bolyai Jakob Bernouilli
Lobachewski Abraham de Moivre
Riemann Pierre-Simon Laplace
Felix Klein Andrey Kolmogorov

Emile Borel

Todos estos matematicos tienen alguna aportacion que esta presente el curriculum de Educacion

Primaria.
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Resumen

Se presenta un estudio descriptivo - interpretativo centrado en el analisis de libros de
texto de mayor uso en Chile en el periodo 2001 — 2018, en los niveles de ensefianza
escolar, que busca identificar y caracterizar la justificacion de reglas y algoritmos en
el ambito numérico — algebraico. Para ello, se elabor6 un modelo a priori en base a
tres dimensiones: el modo de representacion (Enactiva — Icdnica — Simbdlica) que se
utiliza, la cantidad de éstas y su posibilidad de generalizar. La aplicacion de estas
dimensiones a los libros de texto condujo a ajustar el modelo, lo que posibilitd
encontrar nuevos tipos de justificacion y estudiar sus tendencias, lo que constituye un
aporte en los procesos de seleccion y andlisis de actividades para el aula.

Palabras clave: Justificacion matematica, reglas y algoritmos en matematica, libros
de texto, representaciones enactivas, iconicas y simbolicas.
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LA NECESIDAD DE UN MODELO PARA CARACTERIZAR JUSTIFICACIONES PROVISTAS EN LIBROS DE
TEXTO.

Resultaria facil explorar cuales son los verbos de los tipos de tarea méas frecuentes en las aulas de
matema@tica, asi como en los manuales escolares que se utilizan en ellas. En esa inspeccion, “calcular” y
“resolver” son verbos que se utilizan ampliamente, dejando en segundo plano las tareas vinculadas a
dar una explicacion, una argumentacion o evidenciar un razonamiento.

Desde la implementacion de la ultima reforma educacional en Chile en 1996, los programas oficiales y
toda orientacion para la ensefianza puso el foco en el paradigma constructivista. Desde 2001 en
adelante, practicamente toda la ensefianza escolar cuenta con libros de texto y programas de cursos los
que especifican con ejemplos las actividades para el desarrollo y evaluacion de los contenidos, siendo
distribuidos por el Ministerio de Educaciéon a los establecimientos que dependen administrativa y
financieramente de esta entidad, los que superan el 90% de la oferta. Entre los afios 2011 y 2015, el
gobierno invité a 300 colegios a experimentar con lo que se denomind “el método Singapur”,
aportando con los insumos necesarios. Expertos de ese pais visitaron en varias oportunidades a Chile,
con el propdsito de dar a conocer su modelo educativo (especialmente centrado en matematicas),
empleando libros de texto traducidos y ajustados a la realidad chilena, dandole un espacio importante al
problema del paso de lo concreto a lo abstracto, por medio de la teoria de Jerome Bruner (1966) sobre
los modos de representacion del conocimiento, el cual considera que éstas han de ser de tres tipos:
Enactivas, Iconicas y Simbdlicas.

Respecto de las representaciones enactivas, éstas son las primeras que surgen en la vida de cada
persona. Esta presente por ejemplo cuando se aprende a sumar mediante la accion concreta de juntar,
agregar o avanzar, haciendo referencia al modo de representar eventos pasados mediante respuestas
motrices, por tanto esta ligada al mundo sensible. De ahi que enactivo se refiera al sujeto que aprende
en base a acciones de tipo manipulativa. Algunas de estas acciones pueden ser: cortar, plegar,
superponer, vaciar, trasvasijar, mover, etc. También, en lugar de representacion enactiva, se le suele
Ilamar representacion concreta. Supone la puesta en escena de movimiento y de la experiencia
sensorial.

En al caso de las iconicas, también denominadas pictoricas, hacen referencia al modo de representar su
conocimiento mediante imagenes, dibujos o esquemas que recuperan sélo los aspectos mas relevantes
de la experiencia concreta, por medio de una re-creacion que contiene las caracteristicas esenciales. En
este sentido, es importante aclarar, que una fotografia o una imagen que recupera todos los detalles,
como por ejemplo, la imagen de varios vasos y una botella real en un libro de texto, para justificar el
algoritmo de la divisién por la accion del trasvasije, no cuenta como una justificacion icénica, sino
enactiva. En cambio, el tachado en una imagen que es de naturaleza estatica, si puede ser considerada
un buen ejemplo de justificacion para la regla de la cancelacion de la suma o de la simplificacion de
fracciones.

Por ultimo, sobre las representaciones simbodlicas éstas hacen referencia al modo de representar el
conocimiento haciendo uso de simbolos, que para el caso de la matematica lo constituyen sus
notaciones en un lenguaje simbolico universal. Las justificaciones en este modo, tienen un caracter mas
riguroso, a medida que se adquiere soltura en su trabajo. Las representaciones simbdlicas se enmarcan
en el ambito de la abstraccion (motivo por el cual algunos autores le denominan representaciones
abstractas?) y por su naturaleza, garantizan la posibilidad de generalizar reglas, algoritmos y todo tipo
de propiedades, incluyendo la explicitacion de las condiciones de validez. Para Bruner, este modo

1 En la version del enfoque CPA, las siglas corresponden a: Concreto, Pictérico, Abstracto.
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constituye la tercera forma de representacion a la que se aspira llegar, una vez que se ha propiciado el
camino desde lo concreto o enactivo hacia lo abstracto mediado por lo icénico.

En Chile la propuesta de Bruner se hace conocida con la sigla CO-PI-SI, para abreviar las
representaciones de tipo concretas, pictéricas y simbolicas, como uno de los pilares fundamentales que
explicarian el éxito de Singapur en las pruebas PISA y TIMSS en matematicas y que para el
MINEDUC comportarian una experiencia digna de adoptar.

En este contexto el MINEDUC? en sus documentos para la ensefianza, apunta a promover la
construccion de ideas abstractas por parte de los estudiantes, por medio de lo que denominan un
pensamiento simbolico. Al respecto, sefialan que:

“los nifios pueden solucionar problemas en distintos niveles de abstraccion, transitando en ambos sentidos desde
el material concreto a las representaciones simbolicas. Esta es la esencia de COPISI. La manipulacion de
material concreto y su representacion pictérica mediante esquemas simples (cruces, marcas, circulos,
cuadraditos, marco de 10, tabla de 100 y recta numérica) permite a los estudiantes desarrollar imagenes
mentales. Con el tiempo, prescinden gradualmente de los materiales y representaciones pictéricas, y operan
solamente con simbolos”. (Recuperado de https://www.curriculumnacional.cl/614/w3-article-20853.html
consultado el 10 de septiembre de 2019).

Como ejemplo de la explicitacion de abordar este modelo, el programa de primero medio® de 2016,
expone:

“En esta propuesta se enfatiza el uso de representaciones, analogias y metaforas para una mayor comprension.
En este sentido, los y las estudiantes pueden resolver problemas en distintos niveles de abstraccion, transitando
en ambos sentidos desde representaciones reales, concretas, hasta representaciones simbdlicas, y viceversa. Esta
es la esencia del modelo concreto, pictorico y simbolico”. (MINEDUC, 2016, p.45).

Dado el alto interés en la adopcion de COPISI, cabe preguntarse por el lugar de la justificacion en la
actividad matematica que se le demanda realizar a los estudiantes, respecto de las reglas y algoritmos
referidos a los nimeros y al algebra elemental escolar.

Postulamos de este modo, que el acto de justificar una regla o un algoritmo, requiere del uso de
representaciones, entendidas éstas segin Bruner (1966) como producto final de un sistema de
codificaciones y de procesamiento de las experiencias pasadas de quien aprende. La ensefianza de la
matematica y en particular via libros de texto, debiera entonces proveer de estos elementos que puedan
hacer recuperar los conocimientos en el momento en que se requieran.

Cabe aclarar lo que aqui entendemos por regla y por algoritmo, para evitar posibles ambiguedades o
malinterpretaciones. Siguiendo a la Real Academia Espafiola (2001), una regla es un modo establecido
de ejecutar algo, en nuestro caso, un método de hacer una operacion matematica. Por ejemplo, siay b
son numeros enteros y tienen igual signo, su producto es positivo.

En tanto, un algoritmo es una serie finita de reglas en cierto orden predeterminado que tiene como
propdsito resolver una serie de problemas de un mismo tipo, independiente de los datos (Bouvier y
George, 2016). Un ejemplo: Para transformar una fraccion impropia a nUmero mixto, primero se divide
el numerador por el denominador. El cuociente obtenido indica el nimero de enteros, dejando el resto
como el numerador de la parte fraccionaria cuyo denominador se conserva.

Asi, este algoritmo se compone de las siguientes reglas:

2 Es la sigla con que se conoce en Chile al Ministerio de Educacion.
3 Corresponde al primer curso de secundaria en Chile, por lo general, estudiantes de 14 afos.
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R1. se divide el numerador por el denominador.

R2.EIl cuociente de la division indica el nimero de enteros y el resto es el numerador de la parte
fraccionaria.

R3. se conserva el denominador.

Es comdn que las reglas y los algoritmos aparezcan impuestos y por tanto carentes de justificacion
siendo por lo general los modelos docentes tecnicistas (Gascon, 2001) de los profesores que promueven
estas formas de tratamiento en las aulas. En un discurso ministerial que orienta hacia el constructivismo
y enfatiza para el aprendizaje el trénsito entre representaciones concretas, pictoricas y simbdlicas,
resulta de real importancia examinar las justificaciones que los libros de texto en este sentido
proporcionan.

De esta forma, existen dos posibilidades; el procedimiento se presenta sin justificacion y, por tanto,
promueve una vision dogmatica de la matematica en los estudiantes, o bien por el contrario, en el libro
de texto aparece algun intento al menos, de justificar una regla o un algoritmo, permitiendo comprender
la construccion de sentido de ese procedimiento.

Es en este ultimo punto donde nos detenemos, puesto que el acto de justificar o0 mejor dicho adn, dar
elementos para que los estudiantes construyan una justificacion, da pie a la construccion de sentido de
lo que se aprende. Desde esta perspectiva, cuando las justificaciones o las actividades que éstas
promuevan pueden ser evidenciadas en los libros de texto, se hace relevante analizar si existen y como
es el transito entre las representaciones en las que se basan las justificaciones, identificando el paso de
lo concreto a lo abstracto y como estos escenarios son parte de las actividades matematicas de los
manuales escolares.

Estudiar libros de texto con fines de la Didactica de la Matematica se ha vuelto una necesidad. En
varios paises con desarrollos importantes en Educacion Matematica, el analisis de manuales escolares
es visto como una linea de investigacion. Para Gomez, Cézar y Miralles (2014), como para Suarez,
(2019), los profesores emplean manuales escolares por la seguridad que les transmiten para realizar su
docencia, les resulta ser su material predilecto para sus clases, permitiéndoles desarrollar competencias
comunicativas, siendo un insumo clave para el cambio del paradigma euclideo (en el que la
justificacion es impuesta como resultado cristalizado) al de tipo constructivista, en el que juega un rol
fundamental para el aprendizaje situado y con sentido construido por los estudiantes.

Por otra parte, varias investigaciones (Torres, 1994, Escolano, 1997, Puelles, 2000; Braga Yy Belver,
2016), sefialan que a pesar de la fuerte entrada de tecnologias informaticas en los Gltimos afios, los
libros de texto siguen siendo uno de los protagonistas en el aula escolar, de alta preferencia de uso por
parte de los profesores, siendo considerado como manual de la clase propiamente tal, como un
dispositivo para desarrollar tareas y actividades propuestas o bien de consulta directa del profesorado
para preparar sus lecciones, el cual evidencia el real curriculo que es desarrollado en el aula.

En relacién al uso de los modos de representacion de Bruner en libros de texto, Carcarmo, Diaz-
Levicoy y Ferrada (2018) estudian la ensefianza de las ecuaciones, en las que conviven las
representaciones de tipo icdnicas y simbdlicas, por lo que queda abierta la inquietud de saber si tal uso
favorece la realizacion de generalizaciones y conocer si hay un uso variado y articulado de
representaciones que tal como sefiala Bruner, producen aprendizajes anclados en la experiencia,
proporcioandoles mayor solidez.
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METODOLOGIA.

En este estudio se siguid una metodologia cualitativa con un disefio descriptivo — interpretativo,
compuesta de 3 fases. La primera referida al levantamiento de un modelo de justificaciones sobre
reglas y algoritmos del &mbito de los nimeros y del algebra elemental, que considerd 3 dimensiones:

(R). EI modo de representacion empleado: Concreto, Pictdrico y/o Simbolico en la que se expresa o se
pretende que los estudiantes construyan la justificacion. Esta dimension se justifica por el éxito de
Singapur en pruebas estandarizadas y comparadas.

(F). El uso de una o més representaciones: Se trata de identificar si la presentacion de la regla o
algoritmo aparece bajo un Unico discurso justificativo o con méas de uno que refuerza siempre la misma
idea. En los casos de una Unica representacion usamos la etiqueta “mono-representacional” para esa
dimensién de la justificacion y para dos o méas discursos con representaciones distintas, utilizamos la
denominacion “poli-representacional”. En este Gltimo caso, es de interés ver si hay trénsito entre las
representaciones. Esta dimension (F) permite ver tanto la articulacion como el vinculo entre
representaciones distintas o si se pone el énfasis en el trabajo mono - representacional.

(G). El alcance de generalizacion: corresponde a identificar si se trata de una justificacion para un caso
particular, o bien permite generalizar a otros casos. El acto de generalizar es propio de la representacion
simbolica, como el caso del algebra elemental, sin embargo, Warren, Miller y Cooper (2013) muestran
que estudiantes de 5 a 9 afios llegan a generalizaciones a partir de un cambio de gestos y actos
manipulativos (enactivos o concretos) que son desechados cuando reconocen la estructura matematica
que sustenta la tarea. En efecto, para Kieran et al (2016), la generalizacion es uno de los procesos
cognitivos mas importantes de la actividad matematica y que tiene un lugar fundamental en la
iniciacion al algebra en el aula escolar.

La segunda fase comienza con la seleccion de una muestra intencionada de 212 libros de texto de
matematicas de mayor uso en Chile entre los afios 2001 y 2018, considerando como unidad de analisis
un “extracto de discurso”, el cual definimos como parte de una o mas paginas de un libro de texto que
tiene por propdsito el aprendizaje de una regla o de un algoritmo matematico especifico. Un total de
342 extractos del &ambito numérico — algebraico fueron identificados y sometidos al modelo descrito en
la fase 1, empleando el Andlisis de Contenido como técnica para examinar tales extractos (Ander-Egg,
1980, Ruiz, 1996).

Una vez recopilados los libros de texto, se procedio a la seleccion de los contenidos referidos al ambito
de Nameros y Algebra* bajo el siguiente criterio: Las reglas y algoritmos en los ejes sefialados, se
utilicen en al menos dos niveles o cursos de la ensefianza primaria y/o secundaria, o bien en al menos
dos temas escolares, de modo de asegurar que tales procedimientos sean recurrentes en el aprendizaje
de los estudiantes. Por ejemplo, el algoritmo para calcular el minimo comdn multiplo (mcm) de dos o
mas numeros naturales, también aparece en la adicion y sustraccion de fracciones. De igual modo, la
regla conocida como “menos por menos da mas”, aparece en el octavo grado de la primaria chilena®.
Sin embargo, en primer y segundo afio de secundaria® vuelve a aparecer esta regla para ser utilizada en
los NUmeros Racionales y posteriormente en los Numeros Reales. Por el contrario, se opté por dejar

4 Ntimeros y Algebra son dos de los bloques o ejes del curriculo escolar chileno, de un total de 4. Los otros dos son
Geometria y Estadistica - Probabilidades, (aunque los nombres han cambiado en el tiempo)

5 Se le llama Educacidén Basica en Chile. Estudiantes de 13 afios, aproximadamente.

6 Enseflanza Media en Chile. Estudiantes de 14 y 15 afios, aproximadamente.
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fuera las reglas de divisibilidad, pues éstas en el curriculo escolar, sélo aparecen en sexto grado de
primaria y no vuelven a ser utilizadas. En la siguiente tabla, se muestran los contenidos seleccionados.

Tabla 1. Contenidos de nimeros y del algebra elemental que fueron analizados por extractos.

Algoritmo de la adicion en IN Potencia de una potencia

Algoritmo de la sustraccion en IN Potencia de exponente cero

Algoritmo de la Multiplicacion en IN Potencia de exponente negativo

Algoritmo de la Division de en IN Proporcionalidad Compuesta

Algoritmo de la multiplicacion de fracciones Adicion y Sustraccion de fracciones

Meétodo para hallar fracciones equivalentes Ubicacidn de fracciones en la recta numérica
Método de resolucién de ecuaciones de primer grado | Transformacion fraccién impropia - Numeral Mixto
Algoritmo de la divisién de fracciones Transformacién decimal a fraccion

Regla de lo signos para la division de enteros Reduccién de términos semejantes

Algoritmo de la divisiéon de nimeros decimales Algoritmo del m.c.m.

Imposibilidad de la division entre cero Propiedades de los logaritmos

Regla "menos por menos da mas" Multiplicacion de decimales

Regla -(a+b)=-a-b (uso de paréntesis) Propiedades de los radicales

Multiplicacion de potencias de igual base Método de resolucién de ecuaciones "irracionales"

La tercera y ultima fase corresponde al proceso ajuste del modelo fijado a priori, obteniendo las
tendencias de los tipos de justificaciones definidos, como asi nuevos tipos de justificacion, lo que
permitié una primera aproximacion a una validacion interna del modelo. En esta direccion, el
propdsito no esta en la validacion cuantitativa, sino en mostrar como a partir de los datos, esto es, de la
configuracién de la realidad vivida, puede construirse un modelo que posteriormente puede ser
utilizado con fines inferenciales.

RESULTADOS.

A partir de la fase 1, se levantd un modelo teorico (a priori) para caracterizar las justificaciones que
podian producirse por la combinacion de las componentes de cada una de las tres dimensiones: Modo
de representacion empleado (R), el uso de una o mas representaciones (F) y el alcance de
generalizacion (G), Como la dimension (R) tiene 3 posibilidades (concreta, pictorica, simbdlica), y las
dimensiones (F) y (G) tienen ambas 2 posibilidades cada una (mono-representacional y poli-
representacional para (F) - Particular y general para (G)), se obtuvieron 12 tipos de justificacion

El modelo a priori, queda conformado como indica la figura 1.
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Frecuencia (F)

Justificacion (J)

Representacion (R)

Generalizacion (G)

S I R S
Mono- Poli-
|Representacional Representacional
(m) (p)
1 1 1 1 1 1
Enactiva (e) Iconica (i) Simbélica (s) Enactiva (e) Icénica (i) Simbdlica (s)
L \ \ L
Particular (p) Particular (p) Particular (p) Particular (p) Particular (p) Particular (p)
\ \ L \
General (g) General (g) General (g) General (g) General (g) General (g)

Figura 1. Modelo tedrico de justificaciones en base a las dimensiones F, Ry G

En la tabla 2, se muestra la codificacion de cada tipo de justificacion, la que se compone de cuatro
caracteres comenzando con J (que sefiala la existencia de justificacion), seguida de las iniciales de los

valores de cada dimension.

Tabla 2. Denominacion, codificacion e indicador para el tipo de justificacion.

Tipo de justificacion Cadigo Indicador

Mono — Enactiva — Particular Jmep Emplea sélo un material concreto para un caso no generalizable

Mono — Enactiva — General Jmeg Emplea un material concreto y que permiten la generalizacion

Mono - Iconica - Particular Jmip Emplea una Unica imagen, esquema o artefacto iconico que no

Mono — Icdnica — General Jmig Emplea una Unica imagen que si permite la generalizacion

Mono — Simbolica — Particular Jmsp Emplea una Unica representacion numérica no generalizable

Mono Simbolica General Jmsg Emplea una Unica representacion algebraica

Poli — Enactiva - Particular Jpep Emplea al menos dos materiales concretos con casos no
generalizables

Poli — Enactiva General Jpeg Emplea al menos dos materiales concretos con los que se puede
evidenciar una generalizacién.

Poli — Icbnica — Particular Jpip Emplea al menos dos iméagenes, esquemas o artefactos no
exhibiendo una generalizacion

Poli — Icdnica — General Jpig Emplea al menos dos imagenes, esquemas o artefactos que
permiten generalizar

Poli — Simbélica Particular Jpsp Emplea al menos dos representaciones numéricas no
generalizables

Poli — Simbdlica — General Jpsg emplea al menos dos representaciones algebraicas
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Respecto de los resultados de la fase 2 del estudio, al aplicar el modelo tedrico de justificacion a los
contenidos matematicos, se constatd que el 30% (103 de los 342 extractos), de los algoritmos o reglas
no poseen justificacion, ni tampoco una instancia para promover su elaboracion.

El modelo tedrico logro captar 203 extractos de los 239 que presentan algun tipo de justificacion,
quedando 36 casos fuera. Al respecto, los resultados por tipo de justificacion teorica captados por el
modelo tedrico, se muestran en la siguiente gréfica:

100
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50
40
30
20 —

Frecuencia

10 +

o LI . -

Jmep Jmeg Jpep Jpeg Jmip Jmig Jpip Jpig Jmsp Jmsg Jpsp JPsg
Tipo de justificacion

Figura 2. Gréfico de frecuencia de las justificaciones segun el modelo teérico.

Analizando las tendencias, el tipo mono — simbolica —particular es el mas recurrente con 86 extractos,
seguido del poli — simbdlico — particular con 35 casos. Luego esta la justificacion mono — iconica —
particular que aparece 26 veces y con 22 casos la de tipo mono — simbolica — general, predominando la
representacion simbolica. Este resultado vuelve a obtenerse al sumar por tipo de representacion
utilizada con respecto a los 203 extractos con justificacion tedrica: 8,3% para la enactiva, 19,2% para
laiconicay 72,5% para la de tipo simbdlica.

En relacion al caracter mono o poli representacional, un 67% de los extractos dan cuenta del primero,
mientras que el segundo aparece en un 21,7% de los casos analizados.

Observando la tercera dimension, sobre el alcance de generalizacion, un 85% de las justificaciones se
hacen de modo particular y solo el 15% restante explicita 0 promueve la generalizacién de la regla o
algoritmo.

Por otra parte, ninguno de los extractos presentd el tipo de justificacibn mono — enactiva — general, sin
embargo, sélo se identificd un caso para la justificacion poli — enactiva — general, el cual presentamos
maés adelante.

Resultados respecto del ajuste del modelo en la fase 3:

Respecto de los 36 casos que no se adaptan directamente al modelo tedrico de los 12 tipos de
justificacion, el analisis del contenido permitié caracterizarlos como combinaciones de dos casos
tedricos, resultando 7 nuevos tipos de justificacion. Un ejemplo de ellos es: Jmep + Jpsp, que en el
gréfico siguiente tiene la mayor cantidad de extractos observados.
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Figura 3. Gréfico de frecuencia de las justificaciones ajustadas al modelo teérico.

A continuacion mostramos ejemplos de los diferentes tipos de justificacion, partiendo por aquellos que
el modelo logro predecir, finalizando con uno de los sietes nuevos casos obtenidos del ajuste.

Ejemplol. Una justificacion del tipo mono- enactiva — particular: Jmep.

.. . . .y, .3 1
En el siguiente extracto, en el cual se pretende mostrar una justificacion de por quée " 3= " (aunque

. g ., 3 1 - .
también serviria para mostrar que T 3), aparece una imagen que contiene todos los detalles de la

realidad, por lo que puede considerarse como una experiencia motriz, reconociéndola como una
justificacion en base a una representacion enactiva y no iconica, como podria pensarse. La
representacion que Bruner denomina icénica, corresponde a un estadio superior que se identifica por
una imagen que no representa un objeto real, sino sus caracteristicas mas importantes y que permiten
evocarlo.

Mermelada de frutillas

Figura 4. Ejemplo de una justificacion tipo Jmep
Fuente: Matematica 6°bésico. Ed. Zig-Zag (2004)

Es mono-representacional, pues hay ausencia de algun otro tipo de representacién, siendo el dnico
ejemplo dado por el libro de texto. En cuanto a su alcance de generalizacion, ésta es de tipo particular,
por las cantidades especificas de frascos como de contenido. Tampoco se aprecia un discurso en el
manual escolar, que permita que los estudiantes exploren la generalizacion del algoritmo que se esta
tratando respecto de la division de fracciones.
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Ejemplo 2: Una justificacion del tipo poli- iconica — particular: Jpip.
El procedimiento que aparece en el siguiente extracto, es el de la amplificacion de fracciones, para
mostrar por qué % = Z En este caso, se utiliza un modelo rectangular que puede recuperar por ejemplo

lo esencial de la forma de la superficie de una madera o de una mesa, por lo que a la justificacion de
este procedimiento se le identifica con base en una representacion iconica.

Figura 5. Ejemplo de una justificacion tipo Jpip
Fuente: Matematica 5° basico. Ed. McGraw Hill (2003)
Es de tipo poli-representacional, dado que en el libro de texto desde donde se extrae esta imagen,
aparecen otras representaciones tanto del mismo tipo, como enactivas (con regletas) y las simbdlicas.
En cuanto a su alcance de generalizacion, el trabajo con estas representaciones iconicas sélo resultan
ser para casos (fracciones) especificos, por lo que se le asigna la p de particular, al final de su
codificacion.

Ejemplo 3: Una justificacion del tipo poli — simbolica - particular: Jpsp.
En el siguiente extracto, se presenta una justificacion del algoritmo de la division de fracciones, en base

a la idea abstracta que “dividir es multiplicar el dividendo por el inverso multiplicativo del divisor”, lo
que se desarrolla con lenguaje simbolico matematico:

5_7’ 3.8 56 24 _

Inverso multiplicativo de é

Figura 6. Ejemplo de una justificacion tipo Jpsp
Fuente: Matematica 5° basico. Ed. McGraw Hill (2003)

(YW

Lo anterior da cuenta de una justificacion del tipo Jpsp, de modo que la primera “p” se asigna por ser
poli-representacional, es decir, hay al menos dos ejemplos de la division de fracciones que emplea este
tipo de representacion simbdlica y es de tipo particular, pues no se vislumbra el uso de letras o lenguaje
algebraico generalizador de este algoritmo.

Ejemplo 4: Una justificacion del tipo poli — enactiva - particular: Jpep.

En un libro de texto de octavo grado, encontramos la presentacion de dos actividades concretas para
justificar la regla de los signos. La primera recurre a la manipulacion de tarjetas que deben recortar y
confeccionar los estudiantes, con las indicaciones que se explicitan en la figura 7:
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;Cudl es el resultado de la multiplicacién —6 - (-3)?

Para representar la multiplicacion de ndme-
ros negativos usaremos tarjetas rectangulares,

cada una con un 1 escrito en una cara y un -1 ’ .

escrito en la otra. Ademas, para usar las tarjetas ‘“@ \
darermos una regla para la multiplicacion por &l 4

factor 1 y por el factor -1: £

¢ Si hay que multiplicar por 1 un ordenamiento dado de tarjetas, las tarjetas
involucradas permanecen tal y como se encuentran sobre la mesa.

» 5i hay que multiplicar por —1 un ordenamiento dado de tarjetas, |as tarjetas
involucradas se invierten dejando a la vista las caras que estaban ocultas.

Figura 7. Ejemplo de una justificacion tipo Jpep

Fuente: Matematica 8° basico, Ed. SM. (2015)
Al haber dos representaciones concretas, se asigna la letra “p” de poli-representacional. Luego,
sabemos que es enactiva, pues se debe realizar mediante acciones que implican movimiento (recortar y

mover las tarjetas). La ultima letra de la codificacion es la “p” referida a que se trata de un
procedimiento para multiplicar de modo especifico el entero -6 y el entero -3.

Sin embargo, se deja entrever que el texto podria haber avanzado a la repeticion de la actividad para
conjeturar una regularidad, lo que si daria pie con el conjunto de representaciones enactivas a concluir
una generalizacion.

Ejemplo 5: Una justificacion del tipo poli — enactiva - general: Jpeg.
Con el mismo propdsito, el texto continda con otra actividad que a través de la manipulacion de
circulos de cartén propone dar las razones por las cuales (—1) - (=1) - (=1) = —1.

Comienza dando las instrucciones para confeccionar los discos de cartén de modo que al girar uno de
ellos, los otros también giren al estar conectados de forma tangencial, tal como se muestra en la figura
8.

Figura 8. Ejemplo de una justificacion tipo Jpeg para (—1) - (=1) - (—1) = —1.
Fuente: Matemaética 8° basico, Ed. SM. (2015)

Resulta interesante observar que esta justificacion de por qué el producto de -1 por -1 por -1 es -1,
permite lograr una generalizacion para el caso (—1)™. Si bien este recurso es de tipo enactivo, propicia
mediante el apoyo de preguntas que conducen a observar un patrén al variar el nimero de circulos, la
generalizacion:

1 sinespar
1" =
=D {—1 sinesimpar

Por esta razdn se le asigna la codificacion Jpeg.
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Ejemplo 6: Una justificacion del tipo mono — simbdlica - particular: Jmsp.

En un libro de texto del afio 2014, encontramos una Unica justificacion de la regla “menos por menos
da més”. El contexto que presenta es un juego de 5 etapas entre 4 amigos, cuyos puntajes de ganancia
y pérdida se representan con nimeros positivos y negativos, respectivamente tal como se muestra en la
figura 9.

| Etapal  Etapa2  Etapa3 | Etapad | Etapa5
Beatriz 15 15 15 15 15
Cristian -10 -10 -10 -10 -10
Gonzalo 0 0 0 0 0

Algjandra| -12 -12 -12 -12 -12

Figura 9. Ejemplo de una justificacion tipo Jmsp
Fuente: Matematica 8° basico, Ed. Santillana.(2010)

A partir de estos datos, en el libro de texto se hacen diversas preguntas que conllevan a los estudiantes
a representar el producto de dos nimeros enteros. Una de las interrogantes es si Alejandra jugara hasta
la tercera etapa, ¢ Cuantos puntos dejaria de perder con las dos etapas que no jugo?.

La respuesta viene dada en la misma pagina, a modo de ilustrar el razonamiento y la representacion
simbolica que se utiliza para construir la respuesta.

La expresion que permite determinar cuantos puntos obtuvo
Alejandra en las 2 altimas etapas, si en cada una obtuvo (-12) puntos,
es: (-12) » 2 = -24 puntos. Entonces, al no jugar las Gltimas dos
etapas dej6 de perder 24 puntos. La expresion matematica en este
caso, considerando que representaremos con (-2) a las dos etapas
que no jugo, es: (-12) - (-2) = 24.

Notemos que (-12) + (-2) =12+ 2 = 24,

Figura 10. Extracto de una justificacion del tipo Jmsp
Fuente: Matematica 8° basico, Ed. Santillana.(2010)

Ejemplo 7. Una justificacion del tipo mono — simbdlica - general: Jmsg.

Otra de las justificaciones de la regla de los signos se apoya en las regularidades numéricas. El efecto
de buscar un patron da paso a considerar este tipo de justificacion como la basqueda de generalizacion.

44



Un modelo para caracterizar la justificacion de reglas y algoritmos del &mbito numérico - algebraico en libros de texto

* Multiplica los siguienfes nimeros por una misma cantidad y observa los regularidades que se
producen. Puedes utilizar a tu calculadora.

S R +500=0 Piaians ] SEadaihy
W62 =8 8 +440=0 el ==d | wheta
+302=6 e 1m +340=0 Bal=d | 484208
Do md DeTm? +240=0 Dol | HPeomnd
Fle2=2 RO +100=0 i) £l o-2=2
0+2=0 Oe1=0 0.0=0 Oe=i=0 0e-2=0

=] 52w i Aet=| || mre0=| ]| —1em1=| -1._2=L_:‘
2.2= | || 2e1=| || -2e0=[ || 2e-1=] || 202 |
3e2= | || 8= || seo=[ || ser=[ || 8e2-] |
4e2= ||| o= || 4e0=[ ]| 4er=[ || 4e2-| |
=] N msi=l M sssos Se-1= || -se-2=] ||

* Al multiplicar dos nimeros enteros del mismo signo, acudl es el signo del producto?

e Al multiplicar dos nimeros enteros de diferente signo, scudl es el signo del producto?
P gno, @ g P

Figura 11. Extracto de una justificacion del tipo Jmsp
Fuente: Educacién Matematica 8° Ed. basica, Ed. SM.(2006)

Es mono-representacional (no hay otras representaciones del mismo tipo o distintas en el libro de texto)
y es simbdlica y particular para estos nimeros. Surge otro problema en este caso: podriamos decir que
se puede generalizar, pero el problema es que en el libro de texto, no hay preguntas que permitan
construir esa generalizacion.

Ejemplo 8. Una justificacion del tipo poli — iconica - general: Jpig.

En relacion a la ensefianza de la adicion de nimeros enteros, se detectd un extracto unico en un libro de
texto, el cual contiene una justificacion basada en la representacion icénica, que tiene el proposito
implicito de generalizar, mostrando lo que ocurre cuando se distinguen los 4 casos segun las posibles
combinaciones de los signos de los nimeros. Para ello, la imagen deja entrever el orden de los valores
absolutos de los numeros implicados, como medida de la longitud de rectangulos de igual altura.
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+ — Por ejemplo: 12 + 7 =19

g B i E = E Por ejemplo: (-12) + (-7) = =19
‘ E + = E Por ejemplo: (-12) + 7 =-5

E] + = Por ejemplo: (-7) + 12=5

Figura 12. Extracto de una justificacion tipo Jpig
Fuente: Matematica 7° Ed. basica, Ed. Pearson.(2012)

Ejemplo 9. Una justificacion nueva obtenida de la combinacion Jmip + Jmsp

En el siguiente extracto sobre la regla — (at+b) = - a— b, se puede advertir que se utilizan fichas verdes
para los numeros positivos y rojas para los negativos. Con esa premisa, se procede a justificar la
propiedad, empleando una mono — representacion iconica - particular. Luego, se complementa dicha
justificacion con la propiedad que indica que la suma de nimeros opuestos es cero, desde la perspectiva
de una mono —representacion simbolica — particular.

Con las fichas tratemos de calcular el opuesto de (a + b). Supongamos
que ay b sean nimeros enteros positivos. Por ejemplo, a = 2, b = 3. Si colocamos 2
fichas verdes y después agregamos 3 fichas verdes tenemos que en la mesa hay
3 + 2 = 5 fichas verdes, es decir, el 5 estd en la mesa. Ahora agreguemos 2 fichas
rojas y 3 fichas rojas. Hemos sumado a las que habia en la mesa el nomero ~2) +(3)=-5.

En la mesa tenemos por lo tanto la suma (2+3] + (-2)+(3) = 0, puesto que hay pari-
dad de fichas verdes y rojas. |Eurekal

Como sabemos que al sumar un nimero con su opuesto se obtiene el cero, y
como el opuesto de (2+3) es —(2+3) se tiene que (- 2) + (- 3) = —(2+3). Aplicando
la propiedad de los signos se obtiene que —(2+3) = -2 - 3

Figura 13. Extracto de una justificacion tipo Jmip + Jmsp
Fuente: Matemaética 7° Ed. bésica, Ed. Arrayan.(2006)
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CONCLUSIONES

Respecto del modelo tedrico constituido por 12 tipos de justificaciones, 11 fueron encontradas. La
justificacién poli — enactiva — particular no se observo en ninguno de los extractos, por lo que se puede
conjeturar que por problemas de espacio y disefio del libro de texto o bien por no considerarlo
necesario, lo enactivo se desarrolla en los manuales escolares con un unico ejemplo concreto cuando se
trata de justificar una regla o un algoritmo de modo particular. Esta falla del modelo tedrico levanta una
nueva interrogante: ¢Se podré probar que la justificacion Jpep es imposible de realizar?. Creemos que
no resulta dificil imaginar que Jpep es posible, considerando que la representacién enactiva no tiene por
queé ser Unica frente a un caso particular. Pongamos por caso, que en un libro de texto se requiera
construir y fundamentar un algoritmo para hacer 3,19 + 2,3. Empleando el dbaco y los bloques de base
10, éstos dltimos situados en un tablero posicional, podrian permitirlo, es decir, empleando dos
representaciones enactivas (por tanto poli-representacional) para resolver una operacion especifica. Sin
embargo, este tipo de trabajo no esta desarrollado en los libros de texto.

De otro lado, podemos ver que el modelo tedrico no sugirié la aparicion de nuevas formas de
justificacion, ni que éstas podian descomponerse en dos de las sugeridas a priori. Una nueva aplicacion
del modelo podra diferenciarse en este punto, por ejemplo, al aplicarlo a otros libros de texto o bien a
otras ramas de la matematica escolar, como en geometria. Es altamente probable, pensamos, que
aparezcan otros tipos de justificacion o distintos en cantidad y no exactamente 7 como en este estudio.
Por tanto, concluimos que nuevas aplicaciones del modelo podran determinar su validez, la que en
nuestro caso piloto puede considerarse alta, ya que logra cubrir sobre el 85% de los casos que equivale
a 203 extractos de un total de 239.

Al mismo respecto, un 30% de las reglas y algoritmos de las tematicas seleccionadas no son
justificadas, lo que revela una alta tasa (casi un tercio) de conocimientos que no se fundamentan por
razones que pueda obedecer a distintas causas, entre otras: las diferencias de cdmo se organizan los
contenidos cientificos versus los del curriculo escolar, la epistemologia predominante y heredada del
programa euclideo, la omision fundamentada en creencias sobre la ensefianza que apunten a que el acto
de justificar es propio de las representaciones de caracter simbolico.

Con respecto al empleo de las representaciones Brunerianas’, el transito de justificaciones tedricas
emerge naturalmente cuando se gestan las 7 nuevas justificaciones por combinacion de las originadas a
priori. Del andlisis realizado, se encontraron 36 extractos en los que ese transito puede describirse
como una conjugacion de representaciones, intentando fundamentar una misma regla o un mismo
algoritmo. Por esto, creemos necesario promover un escenario de ensefianza via libros de texto,
mediante competencias de comunicacion escrita que considere una articulacion o un transito entre
justificaciones.

En cuanto a las tendencias, las justificaciones mas habituales en libros de texto se apoyan mayormente
en representaciones simbdlicas de indole particular, exhibiendo unos pocos ejemplos que no
promueven instancias de generalizacion. Visto de esta manera, los procesos de justificacién que se
siguen en los manuales escolares, por lo general, tienden a propiciar una forma de trabajo confiado a la
validez de un solo caso, lo que es recurrente en el 85% de los casos.

Finalmente, concluimos que este estudio se enmarca en el analisis de libros de texto y nos proponemos
investigar los invariantes que deje la aplicacion tanto a otros sectores de la matematica escolar

7 Acufiamos este nombre, para especificar sin lugar a confusion que nos referimos a la teoria de ]. Bruner.
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(Geometria, Pre - calculo, Estadistica y Probabilidades), como a otras ciencias: fisica, quimica y
biologia, de modo de constituir sus dominios de validez, con zonas comunes y de particularidad.
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