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Resumen

El conocimiento de los patrones de produccion cientifica de todo campo
del conocimiento es parte de la dindmica de la ciencia. Se presenta un
estudio bibliométrico sobre la produccion cientifica realizada en
Colombia sobre educacion matematica y que se halla indexada en la
base de datos Emerging Sources Citation Index. Se hall6 un alto grado
de colaboracion en la autoria y el establecimiento de redes de
colaboracion interinstitucional de caracter nacional e internacional. La
produccion se ha visto incrementada en los ultimos afios, pero sigue
siendo baja y su difusion es de marcado caracter local.

Palabras clave: Educacion Matematica, Bibliometria, produccién
cientifica, Colombia, ESCI.

Research in Mathematics Education within the Emerging
Sources Citation Index (ESCI): Colombian production

Abstract

Knowledge of scientific production patterns in every field of knowledge
is part of the dynamics of science itself. A bibliometric study on the
Colombian scientific production in Mathematics Education and its
indexation within the Emerging Source Citation Index database is
presented. A high degree of collaboration was found in the authorship
and the establishment of inter-institutional collaboration networks of
national and international nature. Production has increased in recent
years, but it remains low and its dissemination is markedly local.
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INTRODUCCION

La bibliometria es una técnica de investigacion que permite identificar patrones y
tendencias en los habitos de la comunicacion cientifica mediante el andlisis de
documentos escritos utilizando herramientas de tipo matematico. Desde hace muchos
afios sus técnicas y métodos se han estado aplicando para estudiar el comportamiento
tanto de la difusion como de las relaciones de tipo social que se producen en el ambito de
la ciencia.

El conocimiento de tales patrones permite determinar hacia donde se encamina un
determinado campo de conocimiento, revela cuales son los temas mas estudiados dentro
de éste y permiten identificar campos poco o nada investigados en una disciplina y que,
por ende, pueden convertirse en campo que ofrezca nuevas lineas de investigacion.

Los estudios bibliométricos permiten, ademas, visibilizar las instituciones mas
productivas y conocer cuales son sus redes de colaboracion dentro de ambitos locales,
nacionales e internacionales.

En ocasiones se han analizado el conjunto de revistas de un campo determinado como
por ejemplo las revistas de fisica, quimica e ingenieria (Tsay, 2009), veterinaria (Crawley-
Low, 2006), medicina (Li, Jiang y Zhang, 2012), comunicacion (Carretero y Garcia,
2014), ciencias de la informacion (Davarpanah y Aslekia, 2008) o educacion (Madrid,
Jiménez-Fanjul, Ledn-Mantero y Maz-Machado, 2017).

Asimismo, encontramos publicaciones donde se ha optado por estudiar la produccién
cientifica de un pais sobre un tema o campo de conocimiento, como por ejemplo la
energia solar en Alemania (Rangasamy, Umadev, 2017), la neurociencia en India
(Keshava, 2020), la investigacion odontologica en Espafia (Bueno-Aguilera, Jiménez-
Contreras, Lucena-Martin y Pulgar-Encinas, 2016) o la oftalmologia en Colombia (Duque
y Libreros, 2018), por mencionar algunas. En el campo de la educacion podemos
encontrar analisis sobre la educacion ambiental en América Latina (Arboleda t Paramo,
2014), las TIC en Espafia (Fernandez, Martin t Fernandez, 2017) o la inspeccién educativa
(Guerrero, 2019) en este mismo pais, entre otras.

El campo que nos ocupa, la Educacién Matematica, ha sido estudiada desde diversas
perspectivas: las revistas indexadas en el Social Sciences Citation Index (Jiménez-Fanjul,
Maz-Machado y Bracho-Ldpez, 2013), la coaparicion de palabras en los abstracts de
articulos (Assefa y Rorissa, 2013), la cocitacion (Yu, Chang y Yu, 2016), las tesis
doctorales (Vallejo-Ruiz, Fernandez-Cano, Torralbo, Maz y Rico, 2008), la produccién
indexada en SCOPUS (Ramirez y Rodriguez, 2019), o los congresos cientificos (Maz-
Machado, Bracho-Lépez, Torralbo-Rodriguez, Gutiérrez-Arenas y Hidalgo-Ariza, 2011).
Si bien este campo ha sido sometido al analisis bibliométrico, no se conocen estudios
sobre este tipo de produccion en Colombia.

Por otra parte, hemos de tener en cuenta la irrupcion en el afio 2015 en el mundo
académico de la base de datos Emerging Sources Citation Index (ESCI), un producto de
Clarivate Analytics que ha incorporado posteriormente a la Web of Science (WoS). Este
nuevo producto ha empezado a ser tenido en cuenta por algunas agencias de evolucion,
que empiezan a utilizarlo para medir la produccion cientifica.

Por tal razdn, consideramos que es relevante y sincrénico conocer los datos de la
produccidn cientifica que se realiza en Colombia sobre Educacion Matematica (EMA) y
que se halla indexada en el ESCI.
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OBJETIVOS

Los objetivos de este estudio son:

Conocer la produccién diacrénica de Colombia en EMA en ESCI.

Identificar las instituciones méas productivas.

Conocer las teméticas con mayor presencia en los documentos.

Determinar el grado de colaboracion en autoria.

Identificar las revistas incluidas en SCI en las que publican los investigadores
colombianos de EMA.

oo

METODOLOGIA

El estudio que presentamos es descriptivo y de caracter exploratorio. En el mes de febrero
de 2020 se consultd la pagina web de WoS vy se selecciond la base de datos Emerging
Sources Citation Index en la coleccion principal. Se realiz6 una busqueda filtrada por pais
(en este caso, Colombia) y por tema (Mathematics Education). Se optd por no realizar la
busqueda “mathematics education”, ya que no siempre se indica como descriptor
“mathematics education” o se escribe en el titulo y por tanto se dejarian de lado
documentos que si tratan la educacion matematica.

La busqueda arrojo 229 registros, que se volcaron posteriormente en una base de datos
ad hoc. Una vez finalizado dicho volcado, se procedio a realizar un proceso de
estandarizacion de las denominaciones de las instituciones educativas, puesto que en
ocasiones se encontraron diversas variantes para una misma universidad. Este mismo
paso se llevd a cabo para estandarizar los nombres de los autores de la produccion
cientifica.

Las variables que se tuvieron en cuanta fueron: el afo, la filiacién de los autores, el
nombre de la revista, el nUmero de autores por documento y los descriptores.

Para determinar el Grado de Colaboracion (GC) se utilizé la formula propuesta por
Subramanyam (1983). Asi, para una coleccion k de articulos publicados en una revista,
estos indicadores quedan definidos como:

Donde 0 <GC<1
f1 = Numero de articulos con un solo autor en una coleccion k.

N = NuUmero total de articulos en k.

RESULTADOS Y DISCUSION

De los 229 registros hallados 227 son articulos, y los 2 restantes corresponden a un review
y un material editorial. La produccion inicia en el afio 2005, que es cuando se empiezan
a indexar documentos en SCCI. EI méximo volumen de la produccién se dio en el afio
2013 con 73 documentos (Figura 1). En los 3 primeros afios la produccion fue testimonial.
El aumento de la produccion no ha sido constante, pero si continud con altibajos. En
general se ha tenido una alta tasa de variacion entre el primer afio y el dltimo.
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Numero de documnetos
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Figura 1. Produccidn diacrénica.

En cuanto al idioma de publicacion de la produccion colombiana en EMA, préacticamente

toda (92,6%) ha sido en espafiol. Solo 17 documentos han sido publicados en un idioma
distinto (Tabla 2).

Tabla 1. Idioma de publicacion.

Idioma Total docs. %
Espafiol 212 92,6
Inglés 14 6,1
Portugués 3 0,4
Total 229 100,0

Los resultados sobre el idioma estan ligados a las revistas en que se han publicado estos
documentos. En total, 45 revistas han publicado alguno de los documentos sobre EMA
firmados por investigadores colombianos. La Revista Cientifica es la que ha publicado el
mayor namero de ellos, alcanzando un 35% del total. Esta revista es editada por la
Universidad Francisco Jose de Caldas, hecho que explica la posicidn que esta universidad
ocupa como productora de investigacion EMA. El 82% de la produccion se realiza en
revistas de Colombia.

Tabla 2. Revistas que han publicado 3 0 mas documentos de EMA de Colombia.

Titulo N°. 9% de 229
Revista Cientifica 82 35.808
Entre Ciencia e Ingenieria 10 4.367
Revista virtual Universidad Catodlica del Norte 9 3.930
Logos Ciencia Tecnologia 8 3.493
Revista Educacion en Ingenieria 8 3.493
Uni Pluriversidad 7 3.057
Amazonia Investiga 5 2.183
Infancias Iméagenes 5 2.183
Goéndola Ensefianza y Aprendizaje de las Ciencias 4 1.747
Academiay Virtualidad 3 1.310
Hombre y la Maquina 3 1.310
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Magis Revista Internacional de Investigacion en Educacion 3 1.310
Praxis Colombia 3 1.310
Praxis Saber 3 1.310
Profesorado Revista de Curriculum y Formacion de

Profesorado 3 1.310
Revista Universidad y Sociedad 3 1.310
Sophia Educacién 3 1.310
Zona Proxima 3 1.310

En cuanto a la autoria, podemos establecer que 467 autores diferentes han firmado los
documentos. EI promedio de firmas es de 2,8 por documento. El valor del Grado de
Colaboracién (GD) es igual a 0,89. Esta cifra comprende un valor alto y acorde con el
promedio de firmas; dicho grado de colaboracion es mayor que el determinado para la
produccion en Educacién Matematica publicada en las revistas del area indexadas en
SSCI, donde el valor era de GC=0,61 (Jiménez-Fanjul, Maz-Machado y Bracho-Lopez,
2013).

En este sentido, el autor mas prolifico es Pedro Gomez, con 7 documentos bajo su autoria.
En la tabla 3 se indican los autores con mayor produccion. Estos 11 autores producen el
17,5% del total de los documentos de EMA en Colombia en ESCI.

Tabla 3. Autores con 3 0 mas publicaciones

Autor N©°. % de 229
Gomez, P. 7 3,1
Villa-Ochoa, J. A. 5 2,2
Ortega, M. V. 4 1,7
Vargas, J. L. A. 3 1,3
Cano, D. A. L. 3 1,3
Espinoza, A. J 3 1,3
Hernandez, J. D. M 3 1,3
Mosquera, Y. A 3 1,3
Quiceno, D. U. J. 3 1,3
Suarez, C. A. H. 3 1,3
Zuluaga, H. G. 3 1,3

Estos autores generan una serie de relaciones entre pares nacionales y extranjeros que se
manifiestan a través de las denominadas “redes de colaboracion académica” y que
podemos visualizar en la figura 2 en las redes de mayor tamafio. Se observa que no hay
redes demasiados grandes o que se interconecten. En algunos casos se identifican ciertos
autores que ejercen de vinculo entre pequefias subredes, como por ejemplo Villa-Ochoa
JA, Duarte PVE, Hernandez LAC y Cano RAL. Es decir, estos autores son los
intermediadores de sus redes.
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Figura 2. Redes de colaboracion en autoria para mas de 2 vinculos.

Un total de 108 instituciones de tipo universitario han participado en las publicaciones.
Las instituciones que han producido el mayor nimero de documentos son la Universidad
Francisco José de Caldas en Bogota y la Universidad de Antioquia en Medellin. Estas
once universidades producen el 56,3% de todas las publicaciones en EMA.

Tabla 4. Universidades con 4 o mas documentos firmados por sus investigadores.

Universidad Frecuencia % de 229

Universidad Distrital Francisco José de Caldas 44 19,2
Universidad de Antioquia 32 14,0
Universidad de Quindio 10 4,4
Universidad del Valle 6 2,6
Universidad Pedagogica Nacional 6 2,6
Universidad Cat6lica Pereira 6 2,6
Universidad de los Andes 6 2,6
Universidad Industrial de Santander 6 2,6
Universidad Pedagogica y Tecnoldgica de

Colombia 5 2,2
Universidad del Atlantico 4 1,7
Universidad Antonio Narifio 4 1,7
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Las instituciones generan también generan redes de colaboracion de caracter
interinstitucional. En ella se aprecian las relaciones con universidades extranjeras. En la
figura 3 se presenta la red interinstitucional. Se han excluido los nodos individuales, es
decir, aquellas instituciones en las que no participan investigadores de otras dentro de sus
publicaciones. La Universidad de Antioquia es la que tiene mayor nimero de vinculos
con otras universidades, seguida de la Universidad Antonio Narifio y la Universidad
Francisco José de Caldas.

Es llamativo que algunas universidades no posean colaboraciones con otras universidades
colombianas establecidas en las mismas ciudades y que, en su lugar, hayan establecido
colaboraciones con universidades extranjeras.

AUXILIAR UNIV CATOLICA POPULAR RISARALDA

NIV CENT CHILE UNIV CATOLICA POPULAR RISARALDA

AUXILIAR UNIV TECNOL PEREIRA

UNIV KONRAD LORENZ
UNIV CATOLICA PEREIRA
UNIV CANTABRIA
INVESTUNIV UNIV ALMERIA UNIV CATOLICA POPULAR

.UNIV QUINDIO

UNIV NACL COLOMBIA

UNIV FED AMAZONAS

PAMPLONA

UNIV PEDAG NACL

SN[V ANTIOQUIA
UNIV DIST FRANCISCO JOSE DE CALDAS
UNIV POLITECN VALENCIA
Ny : niili
UNIV MANUELA BELTRAN

Figura 3. Red de Colaboracién interinstitucional en la coautoria en EMA en ESCI.

UNIV NACL NORDESTE
TECH UNIV DARMSTADT

UNIV TECNOL NACL

Todos estos documentos dieron origen a 1245 descriptores. Para este estudio, hemos
seleccionado todos aquellos que contenian el término Math*. De esta manera se
obtuvieron 102 descriptores. De estos, los mas utilizados son School Mathematics y Other
Notions of Mathematics Education, con el 10,5% y 10%, respectivamente. Los
descriptores presentados en la tabla 5 estan presentes en la mitad de todos los documentos
publicados (un 50,2%).

Tabla 5. Descriptores que incluyen Math* >3.

% de
Descriptor Frecuencia 129
School Mathematics 24 10,5
Other Notions of Mathematics Education 23 10,0
Mathematics Education 19 8,3
Mathematics 16 7,0
Research and Innovation in Mathematics Education 8 3,5

7
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Mathematical Education
Mathematical Modeling
Mathematical Thinking
Mathematical Processes
Critical Mathematics Education
Ethnomathematics

A DMD PO

2,2
1,7
1,7
1,7
1,7
1,7

La forma en que estos descriptores se presentan en coaparicion (co-words) con otros en
los documentos podemos visualizarla mediante una red (figura 4). Se puede observar
cémo los tres descriptores mas utilizados se conectan en la mayor de las redes generadas.

AND OTHER DISCIPLINES MATHEMATICS EDUCATION

ATHEMATICAL LITERACY
QBJECTIFICATION RESEARCH AND INNOVATION IN MATHEMATICS EDUCATION

ASTERING MATHEMATICS
'TEACHING MATHEMATICS STUDENT

'MATHEMATICS SCHOOL

ACHING MATHEMATICS COMMUNITY ﬁTHEMATIC KNOWLEDGE
DIDACTIC OF THE MATHEMATICS
COMMUNICATING MATHEMATICS COMPETITION MATHEMATIC EDUCATION

RESEARCH AND INNOVATION IN MATHEMATICS EDUCATION

MATHEMATICAL MODELING CA 'MATHEMATICAL ADVANCED THOUGHT
'MATHEMATICS EDUCATION AND OTHER DISCIPLINES

HISTORICAL AND CULTURAL PERSPECTIVE OF MATHEMATICS EDUCATION

MATHEMATICAL MODEL DIDACTIC EDUCATION OF THE MATHEMATICS

CHIN MATHEMATICS EDUCATION ‘m/.mmmnm COMPETENCE.S/.MATHEMATICAL KNOWLEDGE /. HRSIORY OF MATHEMATES
MATHEMATICS TEACHER AT CRRATERSES SECONDARY MATHEMATICS TEACHERS ~ WMATHEMATICS TEACHING

MATHEMATICS TEACHER EDUCATION

MATHEMATICAL PROBLEM SOLVING
NOVATION PEDAGOGICAL SCHOOL MATHEMATICS
/'uAmEumw G THEMATICAL PRACTICE SYSTEMS
ISUALIZATION PROCESSES IN MATHEMATICS
MATHEMATICS EDUCATION OTHER CONCEPTS HEORIES IN MATHEMATICS EDUCATION MATH EENICATON.ARD OTHER NSCIFLINES
T CIAL NEEDS STUDENTS WITH MATHEMATICAL TALENT *QE;A"C w—

MATHEMATICAL EDUCATION
'MATHEMATICS-TEACHING MODELING AND APPLICATIONS ARIABLE SCHOOL MATHEMATICS

Figura 4. Red de coaparicion de descriptores.

'MATHEMATICAL PROFICIENCY

'MATHEMATICAL COMPETENCE
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Figura 5. Red total de coaparicion de descriptores.

CONCLUSIONES

Esta investigacion ha permitido concluir que, si bien ha habido un aumento de la
produccion (alto si lo comparamos con el afio 2005), esta cantidad es escasa si se compara
con la produccion de otros paises en bases de datos como SCOPUS (Jiménez-Fanjul,
2016).

La mayor parte de las publicaciones son de caracter local, dato que se desprende de las
revistas en que se ha publicado. Estos datos deben ser el punto de partida para que los
investigadores busquen estrategias para publicar en revistas extranjeras. La misma
situacion puede aplicarse al idioma de publicacién: al tratarse de publicaciones locales,
el idioma principal de publicacion es el espafiol. Para lograr mayor visibilidad e impacto
se hace necesario difundir los resultados de las investigaciones también en revistas en
inglés o de caracter internacional.

Los resultados sefialan, ademas, que no existen grandes productores en términos de Lotka;
encontramos productores medianos y muchos autores transitorios con una sola
publicacion.

Sin embargo, existe un alto grado de colaboracion (como sefiala el valor arrojado por el
GD), ya que mas del 75% de los documentos presentan una autoria maltiple.

Esta investigacion podria escalarse en un futuro mediante la comparacion de esta
produccidn con la existente en otras bases de datos o repositorios tanto de caracter
latinoamericano (Redalyc o Scielo) como los prestigios SCOPUS y WOS.
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Resumen

Analisis historico elemental, motivado por la busqueda de sentido al
uso y aplicaciones actuales de los sistemas de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas, centrando la atencion en el origen del concepto y
en los métodos de resolucion. El estudio forma parte del analisis
fendmeno-epistemoldgico que permitira configurar un modelo local
para la interpretacion de la comprension del mismo. Destacar la
estrecha relacion con el desarrollo de las ecuaciones y el algebra en
general, participando de las cuatro etapas conocidas hasta llegar al
simbolismo algebraico actual, asi como la existencia de métodos de
resolucion diversos y diferentes formas de representacion.
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Abstract

Elementary historical analysis, motivated by the search for meaning to
the current use and applications of the systems of two linear equations
with two unknowns, focusing attention on the origin of the concept and
on the methods of resolution. The study is part of the phenomenon-
epistemological analysis that will allow to configure a local model for
the interpretation of the understanding of the same one. Highlight the
close relationship with the development of equations and algebra in
general, participating in the four known stages up to the present
algebraic symbolism, as well as the existence of diverse methods of
resolution and different forms of representation.
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Elementos del analisis histdrico de los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Algunas
consecuencias didacticas.

INTRODUCCION

Desde sus origenes, el ser humano ha intentado comprender los diferentes aspectos que
forman parte del entorno y actuar sobre ellos con diferentes herramientas. En este
sentido, los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas (SEzLI2) forman
parte de los modelos matematicos que facilitan la tarea de la resolucion de problemas en
los que se dan diversas relaciones de dependencia lineal: fendmenos fisicos que tienen
que ver con magnitudes (escalares: masa, tiempo, longitud, dinero, ...) o situaciones en
las que intervienen estructuras lineales (vectores: fuerza, velocidad, campo eléctrico,
etc.).

El tratamiento didactico de estos conocimientos requiere de mdaltiples andlisis que
permitan resituarlos/adaptarlos adecuadamente® al entorno individual, sociocultural y
educativo actual. En el presente documento se presentan algunos de los resultados del
andlisis realizado desde un enfoque historico, pero atendiendo, en funcion del interés
didactico, a criterios conceptuales y procedimentales mas alla del mero desarrollo
cronoldgico.

En lo que sigue se presentan, por este orden, las conclusiones del estudio realizado
sobre los siguientes aspectos del conocimiento: 1°.- evolucion del lenguaje algebraico
hasta llegar al algebra simbolica actual, 2°.- procedimientos de resolucion de SE;LI, a lo
largo de la historia, 3°.- representacion de los SE.LI, y tratamiento actual en las aulas de
Educacion Secundaria

EVOLUCION HISTORICA DEL SIMBOLISMO ALGEBRAICO

El uso de un simbolismo adecuado favorece el desarrollo del pensamiento algebraico,
razon por la cual en la historia del algebra tiene importancia no solo la historia de los
conceptos sino también el sistema de simbolos utilizados para expresarlos (Arzarello et
al, 1994). En este sentido, de acuerdo con Nesselman (citada por Elsa Malisani, 1999),
se pueden determinar tres periodos distintos:

Etapa Retorica: caracterizada por el uso de descripciones en lenguaje ordinario
(lenguaje natural). Existian simbolos para denotar cantidades pero no se usaban para
desarrollar operaciones, es decir, existia una ausencia total de simbolos o de signos
especiales para representar las incognitas.

En esta etapa son conocidos hechos como los siguientes en distintas civilizaciones:

Los babilénicos (2000 a.C.) analizaron problemas matematicos estrechamente
relacionados con problemas cotidianos (agricolas, reparto de terrenos, herencias, etc);
las soluciones eran dadas en lenguaje natural, al igual que sus procedimientos.

Los egipcios (1700 a.C.) desarrollaron un sistema numérico no posicional, lo cual no
permitia un facil manejo de las cantidades y sus operaciones. Emplearon los métodos de
falsa posicién o doble falsa posicién para resolver problemas sobre ecuaciones. No
obstante, al igual que los babilonios, sus procedimientos eran fundamentalmente orales
ya que carecian de un lenguaje simbolico matematico.

Los chinos (1200 a.C.) indicaban con simbolos las cantidades, pero carecian de un
simbolo para el cero (hueco en el tablero). Su contribuciébn mas notable fue la
resolucion de sistemas de ecuaciones mediante tablas (lo que hoy Ilamariamos
matrices). Trabajaron con los nimeros negativos, pero no los consideraban soluciones
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vélidas debido a la fuerte influencia del contexto del problema lo cual dificulto la
generalizacion del estudio de las ecuaciones.

Etapa Laconica (sincopada): en este periodo se introducen algunas abreviaturas para las
incdgnitas y las relaciones de uso frecuente, pero los calculos se desarrollan en lenguaje
natural. Se resolvieron ecuaciones pero variando entre los desarrollos orales antiguos y
el nuevo simbolismo incipiente.

Los hinddes (200 a.C. — 1200 d.C.) usaron un sistema numeérico posicional en base 10
muy similar al actual. No obstante, a pesar de que los problemas seguian emergiendo de
problemas cotidianos concretos, desarrollaron un simbolismo para resolver algunas
ecuaciones, la regla de tres o la regla de los signos. A pesar de este avance, mantuvieron
muchos procedimientos de forma oral y no sacaron provecho a los avances en su
notacién simbdlica, mas sencilla que los sistemas numéricos no posicionales antiguos y
maés adecuada para construir algoritmos y formulas para las operaciones basicas.

Los griegos (600 a.C— 600 d.C), debido al complejo sistema numérico que usaban,
prefirieron desarrollar procedimientos geométricos, a pesar de lo cual algunos autores
griegos, como Heron o Diofanto, comenzaron a usar un tipo de simbologia
rudimentaria. Asi, Diofanto introduce algunas abreviaturas para las incognitas y las
relaciones de uso frecuente, pero desarrolla los calculos en lenguaje natural. Este
simbolismo laconico de Diofanto no empieza a evolucionar hasta después de la
conquista musulmana en el siglo VII, en el que los arabes (800 — 1300) se encargaron de
difundir por Europa este conocimiento logrando un mayor desarrollo del algebra de
ecuaciones y estableciendo reglas de reduccion y cancelacion de ecuaciones de primer
grado. Por lo demaés, la notoria influencia de los trabajos egipcios y griegos les permitio
desarrollar relaciones entre los procedimientos geometricos griegos, los procedimientos
orales egipcios y el nuevo simbolismo y sistema de numeracion arabe.

Etapa Simbdlica: ya en el siglo XII, Fibonacci aporta ideas para el nuevo simbolismo
matematico empleado para resolver ecuaciones. Pero no es hasta mas adelante cuando el
matematico aleman Johann Widmann (1489) inventa los simbolos “+” y “-” para
sustituir las letras “p” y “m” que se utilizaban para expresar la suma y la recta. Por su
parte, Robert Recorde (1557), matematico inglés, invento6 el simbolo de la igualdad “=",
y hacia finales del 1500 el trabajo de Diofanto traducido al latin indujo a Vieta (1540-
1603) a utilizar letras para las cantidades dadas y para las incognitas y signos para
representar las operaciones. Por otra parte, René Descartes (1637) fusiond la geometria
y el algebra inventando la “geometria analitica”, dandonos la notacién algebraica
moderna en las cuales las constantes estan representadas por las primeras letras del
alfabeto (a, b, c,...) y las variables e incdognitas por las dltimas (X, y, z). En esta etapa se
utiliza el lenguaje simbdlico no s6lo para resolver ecuaciones sino también para
formular reglas para relaciones numeéricas. De aqui que en el renacimiento europeo (s.
XVI — s. XVIII) se comienza a desarrollar una nueva forma de resolver problemas
asociados a ecuaciones.

En este periodo se desarrollan fundamentalmente las ideas de incognita (usando letras
para estas), signos que denoten operaciones entre cantidades numeéricas y diferentes
tipos de resolucion para ecuaciones de distinto grado (primer, segundo, tercer y cuarto
grado). Las ecuaciones comenzaron a ser el objeto de estudio sin que, necesariamente,
tengan una conexion con algun problema cotidiano. En el proceso de resoluciéon de
ecuaciones de grado superior se encontraron con raices cuadradas cuya cantidad sub-
radical era negativa, aunque no se le dio mucha importancia. También se desarrollé el
estudio de las matrices de diversos ordenes.
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En cuanto a los sistemas de ecuaciones, Euler fue uno de los primeros en mencionar que
un sistema “n X N” no tiene necesariamente “N” ecuaciones ya que depende de las
caracteristicas de las ecuaciones (indicios de la dependencia lineal), también define los
conceptos de variables independientes y dependientes, dando pie a generar otros
conceptos matematicos tales como el de funcion. Por ultimo, aparece la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales en términos de determinantes (Maclaurin (1698-1746) y
Cramer (1704-1752) y, posteriormente, mediante el método de eliminacién de Gauss
(1777-1855) y Jordan (1838-1922).

Etapa abstracta: en este periodo las ecuaciones son estudiadas desde una teoria mas
general y abstracta en donde ya no se buscan las soluciones particulares de una
ecuacion, sino que se estudia el comportamiento de las soluciones de una familia de
ecuaciones. Esta etapa se inicia en Europa durante el s. XIX y llega hasta nuestros dias.

Por ejemplo, el concepto inicial de funcion como proceso de entrada y salida dado, se
reemplazd por uno estructurado. En 1830 Dirichlet modifica el concepto euleriano de
funcién para definirla como una correspondencia arbitraria entre nimeros reales. Cien
afios méas tarde, Bourbaki generaliza el concepto de funcién definiéndola como una
relacion entre dos conjuntos. Este cambio de enfoque nace producto de los escritos de
Galois (1811-1832) antes de morir, que fueron publicados por Liouville (1809-1882) en
el Journal de mathématiques pures et appligées. A partir de estos trabajos algunos
matematicos pudieron desarrollar la teoria de grupos y anillos, destacando Lagrange
(1736-1813), Jordan y principalmente Cauchy (1789-1857). Ante la imposibilidad de
encontrar las soluciones de la ecuacion de quinto grado (demostrado por Abel (1802-
1829)) Galois tom6 un rumbo distinto de investigacion. Ya no se centré en cémo
resolver ecuaciones de mayor orden sino en como se comportaban las soluciones de
determinadas ecuaciones. Estas ideas las adoptan Cayley (1821-1895) y Hamilton
(1805-1865) y desarrollan el algebra de matrices y los cuaterniones, respectivamente.
Estas nuevas estructuras matematicas jamas habian sido analizadas antes. El estudio de
estas nuevas estructuras no euclidianas y no conmutativas dio lugar a la definicion de
cuerpo. Sin embargo, no fue hasta principios del s. XX que se desarrollaria una teoria
abstracta de cuerpos.

El uso del simbolismo algebraico permitié la eliminacion de informacién superflua y

facilité su desarrollo, lo mismo que la relacion entre el algebra y la geometria. Malisani

(1999) sugiere que
[...] el desarrollo del lenguaje algebraico ha sido muy lento y dificultoso, se pasa de
ciertos nombres para designar a la incdgnita y algunas relaciones, a las abreviaturas de
estas palabras, a los cddigos intermedios entre el lenguaje retérico y el sincopado y por
Gltimo, a los simbolos. Es decir, estas abreviaturas y estos cddigos se van depurando
gradualmente hasta que se llega a elaborar un simbolismo algebraico correcto
sintadcticamente y més eficiente operativamente, en este proceso se observa el abandono
progresivo del lenguaje natural como medio de expresion de las nociones algebraicas.

(p. 19)

Con todo ello podemos concluir los siguientes periodos y las principales tareas
desarrolladas en ellos:

- Resolucion de problemas ligados a una situaciéon cotidiana mediante ecuaciones y
métodos empiricos o retoricos (2000 a.C. — 600 d.C.).

- Resolucion de problemas ligados a una situacién cotidiana mediante ecuaciones y
métodos casi simbolicos (200 a.C. — 1300 d.C.).
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- Resolucion de problemas no necesariamente ligados a una situacioén cotidiana
mediante ecuaciones y métodos simbolicos (s. XVI. —s. XVIII).

- Resolucion de ecuaciones polindmicas (s. XVI. —s. XVIII).
- Estudio de estructuras algebraicas (s. XIX en adelante).

En relacién con los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, se produjo
una evolucion paralela a la descrita, tal y como se detalla en el apartado siguiente.

RESOLUCION DE LOS SE;L1, ALO LARGO EN LAHISTORIA

Los procedimientos de resolucion de los SEaLI> constituyen uno de los aspectos
centrales de este conocimiento, aunque resolver un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas es aplicar un algoritmo?, a diferencia de lo que se conoce como
“procesos heuristicos”. Podemos decir que la resolucion de los SE;LI, con algoritmos
no aparece hasta que no llega le etapa simbolica del éalgebra, ya que antes dicha
resolucion podria considerarse dentro de los procesos heuristicos.

La aparicion historica y el desarrollo de los métodos de resolucion algoritmicos actuales
estan relacionados con el simbolismo algebraico dominante en cada etapa, es decir con
la sintaxis dominante. Los principales métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones
son los que se detallan a continuacion ordenados cronoldgicamente (Socas, Camacho,
Palarea y Hernandez, 1989):

a) Método de eliminacion o reduccién (Babilonios).
En este tipo de procedimiento se denomina a las incégnitas con palabras tales como

2 (13

“longitud”, “anchura”, “area” o “volumen”, sin que el problema tuviera relaciéon con
problemas de medidas. Un ejemplo, tomado de una tablilla babildnica es el siguiente:

Ya anchura + longitud = 7 manos
longitud + anchura =10 manos

Para resolverlo comienzan asignando el valor 5 a una mano y observa que la solucion
puede ser, anchura = 20 y longitud = 30. Para comprobarlo utilizaban un método
parecido al de eliminacion. En notacion actual seria:

y+4x=28]

y+x=10 J|

restando la segundo de la primera, se obtiene 3x = 18, es decir, x=6ey =4,

b) Método geométrico (griegos).

Su resolucién fue a base de construcciones geométricas (Libro Il de los Elementos, de
Euclides “300 a. de C.”). Hay 14 proposiciones que permiten resolver geométricamente
problemas algebraicos que el algebra simbdlica actual los resolveria rapidamente; sin
embargo, somos conscientes del valor didactico del algebra geométrica.
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c) Método de la formula (Thymaridas 400 a. de C.).

Se puede resolver un sistema de “n” ecuaciones con ‘“n” incognitas mediante una
formula. Asi, es facil comprobar que la expresion:

\ = (k, +k, +...+k, ;) -5

n—2
permite obtener las siguientes soluciones del sistema:
X+X +X+...+X,=8
X+X = K
X+ + X = K,
X+ + X, =K,

d) Método de las matrices.

Los 9 libros del arte matematico (Liu Hui siglo 111 d.C.) contienen algunos problemas
donde se resuelven sistemas de ecuaciones. Por ejemplo, para resolver el sistema:

3x+2v+z-= 39]

2x+3v+-=34;
x+2v+3z= ZﬁJ

se utilizaba el “método de calculo en el tablero”, consistente en plantear la siguiente
matriz y operar con ella como se describe a continuacion:

1 2 3 X
2 3 2 \
3 4 4 z
26 34 39

Mediante operaciones entre las columnas de la matriz se obtiene un sistema mas
sencillo cuya solucion es inmediata:

(22 col. x 3) (22 col. - 32 col.) (22 col. — 32 col.)
1 6 3) (13 3) F 103

2 9 2| 27 2| 2 52|

3 31 . 321 \ 311 |
| 26102 39 | 266339 ) 1262439 )

Y asi sucesivamente hasta obtener la matriz:
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)
[ESERS

Lid
M
[a—

correspondiente a las ecuaciones

que constituyen un sistema equivalente al inicial. Una vez calculado el valor de x
(99/36), se vuelve a operar de la misma manera con el sistema resultante.

La resolucién de sistemas de ecuaciones lineales usando matrices y determinantes
aparece en Europa con los trabajos de McLaurin (1698-1756) y Cramer (1704-1752),
aunque la idea de colocar ecuaciones en forma de filas y columnas fue mencionada por
Leibniz (1646-1716) en una carta al marqués de L’Hopital (1661-1704). Inicialmente
solo se usaban determinantes, pues las teorias sobre matrices son posteriores (Sylvester,
1850), y meétodos numeéricos basados en diversos métodos de iteracion que se ven
favorecidos por la automatizacion de los célculos.

e) Método parecido al algebraico (por sustitucion) (Diofanto de Alejandria (250 d.C.)

Por este método se resuelven los sistemas de ecuaciones transformandolos en una
ecuacion lineal. Ejemplo: para hallar dos nimeros x e y cuya suma sea 20 y la suma de
sus cuadrados 208, el autor realiza los calculos que figuran en el cuadro de la figura 1.

Diofanto Mediante sistemas
X~ 10+ X X+y=20
y~10-X x? +y? =208
(10 + x)? + (10 — x)? = 208 Sustituyendo x = 20 — y en la segunda

100 + 20x + x2 -100 -20x + x2 =208 | ecuacion,
200 + 2x% = 208

2x2 =8 (20-y)* +y*=208
x2=4
X=2 nos aparece una ecuacion de segundo
grado.

Figura 1.- Cdlculos correspondientes al método de sustitucion de Diofanto

Con relacion a los numeros positivos y negativos (todavia no existian los enteros),
Diofanto s6lo aceptaba las soluciones positivas, pues lo que buscaba era resolver
problemas y no ecuaciones. Utilizd ya un algebra sincopada, como hemos sefialado
anteriormente, y carecia de método general, utilizando métodos diferentes para cada
problema, a veces excesivamente ingeniosos.

f) EI método de la doble falsa posicion (Malisani, 1999)

Este procedimiento consiste en considerar dos valores particulares de la incognita (de
aqui el nombre de doble falsa posicion), efectuar los calculos necesarios para encontrar
los errores cometidos utilizando estos valores y por Gltimo aplicar una interpolacion
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lineal. Este método se aplicaba generalmente a la resolucion de: ecuaciones de primer
grado con la incégnita en ambos miembros, sistemas de ecuaciones lineales y
ecuaciones de segundo grado (de manera aproximada).

En la obra Trattato d'Algibra* se resuelven sistemas de ecuaciones lineales mediante la
aplicacion de la doble falsa posicién. Asi, por ejemplo, utilizando el lenguaje simbolico
moderno, el problema 38 de dicho libro se puede traducir en un sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro incognitas, que el autor transformd mediante sustituciones
sucesivas en un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (Franci e Pancanti, 1988):

7y=13x+4[1]
4y=2x+176[2]

que resolvio de este modo:

1- Adopto la falsa posicion y1 = 40 y en la ecuacion [1] calcul6 x; = 21 + 3/13.
2- Sustituyd estos dos valores en la ecuacion [2] obteniendo 160 en el primer miembro y
218 + 6/13 en el segundo miembro. Como los dos miembros deben ser iguales, la
diferencia es d; = 58 + 6 /13.
3- Igualmente adoptando la falsa posicion y» = 80, calculd x,= 42 + 10/13 e d>= - (58
+ 6/13).
4- Aplico la formula de interpolacion lineal y obtuvo:

y=/(y2-d1)-(y1-d2)/ /(di-d2)

y = [80 (58+ 6/13) + 40 (58+ 6/13)]/(58+ 6/13 + 58+ 6 /13) = 60 .
5- Sustituyendo y = 60 en la ecuacion [1] encontrd x = 32

SISTEMAS DE REPRESENTACION DE LOS SEL I,

Teniendo en cuenta que el manejo de varias representaciones semidticas sobre un
conocimiento matematico implica mayor comprension, “se ha adquirido un concepto
determinado, cuando se es capaz de transitar entre por lo menos dos diferentes
representaciones semidticas del concepto mismo” (Duval, 1999, p. 30), es decir,
manipular e identificar la solucion de un SE:LI> en cualquier contexto, es indudable la
importancia que tiene la representacion en el tratamiento didactico de los sistemas de
dos ecuaciones lineales con dos incognitas.

Los SEzLI, involucran a una gran variedad de sistemas de representacion semidtica (de
entre los que destacamos como mas importantes: la representacion algebraica,
geométrica, numeérica y verbal) que interfieren e interactGan entre si ante la resolucion o
la traduccion sintactica o las transformaciones que aparecen en la manipulacién de los
mismos y su resolucion. Por lo tanto, no podemos dejar de considerar como se han
desarrollado a lo largo de la historia las distintas representaciones de los sistemas. De
dicho andlisis incluimos a continuacion una breve pincelada que se ampliard en
posteriores presentaciones de estos estudios.

En la etapa retorica las representaciones mas utilizadas fueron la verbal (babil6nicos) y
numérica (egipcios y chinos); en la etapa sincopada predomina la verbal (hindudes),
aparece la representacion geométrica (griegos) y por altimo la representacion casi
algebraica (&rabes); en la etapa simbdlica y abstracta recientes se desarrollan todas las
representaciones (algebraica, geométrica, numérica y verbal).
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CONCLUSIONES

Para finalizar estas breves reflexiones histdrico-epistemoldgico-fenomenoldgicas
tenemos que destacar la necesaria interaccion entre los diferentes modos de
pensamiento que predominaron en cada momento a lo largo de la historia. Se necesitd
volver al andlisis geométrico o grafico para dar el salto desde el estudio de las
soluciones de una ecuacion al estudio del comportamiento de estas soluciones. Dicha
interaccion enriquecio, y hoy dia enriquece, la comprension del objeto matemaético en
estudio.

Los conceptos y métodos del algebra lineal, en especial los SE,LI>, contribuyen al
desarrollo de otras areas de conocimiento, resolviendo una gran variedad de problemas:
en fisica (masa, tiempo, velocidad, coordenadas y posicidn...), en quimica (mezclas,
aleaciones, ...), en economia (modelo de renta nacional, precio de equilibrio, cambio de
monedas, ...), en dietética (dietas, proporciones, ...), etc.

La transformacion de un problema concreto en términos del algebra lineal ha sido, y sin
duda seguird siendo, uno de los métodos mas efectivos para hallar la solucion.

Por todo ello, no basta con conocer y presentar el concepto en cuestion, sino que se
requiere, ademas, tomar en consideracion las interacciones mencionadas y los elementos
de caracter historico que motiven al alumnado a continuar estudios superiores y les
permitan solucionar problemas concretos que surgiran con posterioridad.
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1 A efectos de optimizar el aprendizaje

2 “gs una prescripcion, una orden o sistema secuenciado de 6rdenes que encadena una
serie de operaciones elementales que llevan desde los datos iniciales al resultado”
(Gairin y Sancho, 2002, p. 83)

% “yisto como el arte de inventar con la intencion de procurar estrategias, métodos,
criterios, que permitan resolver problemas a través de la creatividad, pensamiento
divergente o lateral”

4 “El Trattato d'Algibra, escrito a fines del siglo XIV, representa mucho mas que un
clésico tratado de &baco, es un testo de algebra amplio y orgénico: ya que no solo
desarrolla todos los temas mercantiles que caracterizan este tipo de tratado, sino que
también contiene una entera seccién dedicada al algebra. La misma constituye un
importante aporte a la teoria de la resolucion de ecuaciones. Franci y Pancanti (1988,
pag. VI) consideran que es uno de los mejores textos medievales y renacentistas que
ellas hayan analizado y sefialan que los capitulos correspondientes al algebra son
esenciales para la reconstruccion de la historia de esta disciplina entre los siglos XIII y
XVI”.
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Resumen

La estadistica esté presente, cada vez mas, en la vida diaria y por ello es
necesario que las personas conozcan y dominen algunos conceptos
basicos sobre este tema. Presentamos un estudio sobre la comprension
de la media en estudiantes de noveno grado de Educacion Secundaria,
puesto que han recibido formacion estadistica desde la Educacion
Primaria y por tanto se espera que tengan un conocimiento y
comprension adecuado de los promedios. Se aplicdé una prueba
estandarizada, el Statistical Reasoning Assessment, (SRA) que es un
cuestionario de conocimientos estadisticos elementales de Konold y
Garfield (1993) en una muestra intencional. Se observaron carencias
conceptuales y poco éxito en las respuestas. Los resultados son
coherentes con otras investigaciones realizadas a nivel internacional en
alumnos universitarios.

Palabras clave: educacion estadistica, Educacion Secundaria,
promedios, matematicas.

Exploratory study of knowledge about average in
Secondary Education students

Abstract

Statistics is increasingly present in daily life, so it is necessary that
people know and master some basic concepts on this subject. We present
a study on the comprehension of the average in ninth grade students of
Secondary Education, since they have received statistical training from
Primary Education and therefore it is expected that they have adequate
knowledge and understanding of the averages. A standardized test, the
Konold and Garfield (1993) elementary statistical knowledge
questionnaire, was applied to an intentional sample. Conceptual
deficiencies and little success in the answers were observed. The results
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are consistent with other research carried out internationally on
university students

Keywords: statistical education, Secondary Education, average,
mathematics.

INTRODUCCION

Es un hecho constatado que la estadistica no solo esté presente en el curriculo educativo,
sino que a nivel social su uso es cotidiano. Por otra parte, la situacién social y sanitaria
por la que pasa la poblacion hoy dia hace que cada dia los medios de comunicacion e
informacion de forma adecuada inunden la prensa y los telediarios con datos y graficos
estadisticos. Se supone que la poblacion en general tiene los conocimientos y
competencias necesarias para interpretar toda esta informacion. Sin embargo, son muchos
los estudios que sefialan que esto no es asi.

La Estadistica es una disciplina autdnoma y con métodos especificos de razonamiento
(Moore, 1999) y, como afirman ciertos investigadores, la importancia social que
actualmente se le atribuye a la estadistica en la ensefianza obligatoria, contrasta con la
poca formacion que sobre esta materia recibe el futuro profesorado que se debe encargar
de ensefiarla al menos a nivel de la educacion primaria (Estrada, Batanero y Fortuny,
2011). Todo ello pese a que, ya, Holmes (1980) habia mostrado y justificado iniciar su
ensefianza desde la educacion primaria.

Esta situacion de poca valoracion de la estadistica por parte de los estudiantes y algunos
sectores del profesorado hace que sea un tema que se deja para ser impartido al final de
los cursos por lo que, en muchas ocasiones, los contenidos no llegan a ser impartidos en
su totalidad (Mayen, 2009).

A nivel internacional se han llevado a cabo estudios sobre los conocimientos y errores
centrados en temas especificos de estadistica. Asi se ha indagado en errores comunes en
conceptos de probabilidad (Barros y Fernandez, 2001; Estrada y Diaz, 2007), la
comprension de la distribucion normal (Batanero, Tauber y Sanchez, 2004), la
interpretacion de graficos estadisticos (Arteaga, 2014), aleatoriedad (Azcarate,
Cardefioso y Porlan, 1998) o las pruebas de asociacion estadistica (Righetti, 2015) por
mencionar algunas. Asimismo, se han analizado las actitudes de los alumnos de
bachillerato (Salinas y Mallen, 2016; Casas-Rosal et al, 2018) y los maestros en
formacion (Arteaga, Contreras y Cafiadas, 2014; Leon-Mantero, Pedrosa-Jesus, Maz-
Machado y Casas-Rosal, 2019). Otra linea de investigacidn sobre la educacion estadistica
se ha orientado al analisis de los libros de texto que el profesorado utiliza como apoyo a
su docencia (Cobo y Batanero, 2004; Jones y Jacobbe, 2014).

Las medidas de tendencia central son importantes y pese a que en ocasiones se consideran
algo faciles, Batanero (2000) sefiala que estas envuelven cierta complejidad porque, en
muchas ocasiones, los alumnos asignan a la media, la mediana y la moda ciertas
propiedades aritméticas que no se conservan para las medidas de posicion central.
También indica que los algoritmos de calculo para estas medidas son variados
dependiendo de la forma en que se presenten los datos.

Cobo (2003) analiz6 las medidas de posicion central en alumnos espafioles y los
significados personales que autoconstruian segun lo que proponia la teoria del significado
de Godino y Batanero (1994). Encontrd que los alumnos presentaban una abundancia de
significados de estos conceptos estadisticos y que los ponian en juego cuando se
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enfrentaban a tareas que se les planteaban. Asimismo, afloraron conflictos de tipo
semiotico.

Molero, Gea y Batanero (2019) estudiaron la comprensién de propiedades y
procedimientos ligados a la media, que tienen los estudiantes al iniciar sus estudios de
educacion secundaria en un centro publico de Sevilla. Hallaron algunos conflictos
semioticos similares a los hallados por Cobo (2003) y, en algunos estudiantes, se
evidenciaron conflictos en las propiedades y algoritmos.

Por su parte, Mayen (2009) estudié la comprensién de las medidas de tendencia central
en estudiantes mexicanos. Hallé dificultades y conflictos tanto conceptuales como
procedimentales, asi como en la comprensidon de las representaciones, confundiendo entre
si los objetos que se representan en la gréafica, como puede ser la escala con los valores
de la variable.

En Chile, se estudio la comprension de las medidas de tendencia central en alumnos de
pedagogia matematicas (Rodriguez, Maldonado y Sandoval, 2016), hallando que tenian
un dominio parcial de las habilidades a ensefiar para realizar razonamiento estadistico y
para descodificar la naturaleza de la informacion representada. Igualmente, alli se ha
analizado la comprension sobre tablas estadisticas que tienen los estudiantes de primaria
(Sepulveda, Diaz-Levicy y Jara, 2018), observando que, en sus respuestas, presentan dos
0 mas datos relevantes, aunque de forma aislada, y son capaces de generalizar algunos
aspectos y ordenar correctamente varios datos, pero fallan al realizar la conexion entre
ellos.

En Colombia, el Congreso de la Republica de Colombia, a través de la Ley General de la
Educacidn, establece que los estudiantes deben aprender estadistica y se debe ensefiar
desde el grado primero hasta el grado undécimo, desarrollando competencias
relacionadas con la estadistica descriptiva, inferencial, asi como la interpretacion de
tablas y graficos (Colombia 1994). Para dar cumplimiento a la anterior Ley, el Ministerio
de Educacién Nacional (MEN) expide el Decreto 1860 de 1994 y establece los
lineamientos curriculares.

Rodriguez y Castro (2019) han estudiado el significado de la media aritmética en
estudiantes de ultimo afio de la educacion secundaria en Colombia obteniendo resultados
que revelan la aparicion de indices de dificultad en su comprension, interpretacion y
significado. También, en Colombia, otros investigadores plantearon un estudio para
conocer si la incorporacion del software GeoGebra mejoraba el aprendizaje de las
medidas de tendencia central, hallando que su uso fue motivador y haciendo el
aprendizaje significativo para los estudiantes (Ramirez, Vargas y Vasquez, 2018).

Creemos que todos los estudios resefiados sefialan la importancia y actualidad de la
investigacion en temas de educacion estadistica. Nuestra investigacion tuvo como
objetivo conocer cual es el grado de dominio de las medidas de tendencia central, en
estudiantes del grado noveno en Colombia, por ser este el ultimo curso del ciclo de
Educacién Basica Secundaria, con la intencion de contribuir a obtener informacién que
pueda orientar acciones educativas futuras.

Para asumir lo que entendemos por media, decimos que se define la media (media
aritmética) de una variable X como la suma ponderada por sus frecuencias relativas de
los valores de la variable estadistica, representandose por X (Abad, Huete y Vargas,
2001):

T Xin;
N
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. = Ykem; .
b) Caso indirecto: X = Y¥¢.f, = =L L1 en este caso se sustituyen las clases
l L1l N
por sus marcas, definiéndose de manera similar.

METODOLOGIA

El estudio que presentamos es exploratorio y descriptivo, que servird de prueba piloto
para testar el cuestionario y determinar si el tamafio de la muestra es adecuado para el
estudio final.

Poblacion y muestra

Se aplic6 una prueba a 108 estudiantes de noveno grado de dos colegios de la ciudad de
Ibagué en Colombia. En el colegio A, habia 60 alumnos, de ellos 35 hombres y 25
mujeres. En el colegio B, habia 48 alumnos, 24 hombres y 24 mujeres. De tal forma que
la muestra la constituyen en total 59 hombres y 42 mujeres de edades comprendidas entre
los 14 y los 18 afios. El nivel socio econdmico de los alumnos es de clase media. La
prueba se aplico durante la primera semana del mes de noviembre del afio 2019. La
encuesta fue anonima y voluntaria. Tuvieron una hora para contestarla y fue aplicada por
los autores del estudio. Todos los alumnos tuvieron, durante el Gltimo afio que estaban
cursando, una hora de clase semanal de estadistica y habian recibido formacion estadistica
en todos los cursos anteriores segun los lineamientos del curriculo oficial.

Instrumento

Se utilizé un instrumento validado, el Statistical Reasoning Assessment, (SRA), un
cuestionario de conocimientos estadisticos elementales de Konold y Garfield (1993), el
cual se tradujo al espariol. Este consta de veinte preguntas/problemas y viene siendo
utilizado con frecuencia en diversas investigaciones sobre conocimientos en estadistica a
nivel internacional. Las preguntas no respondidas se consideraron “no sabe” y se les
asigno la categoria de respuestas incorrectas. Aqui solamente presentaremos los
resultados relativos a la media. Por tanto, solo se presentan los correspondientes a los
items 1,4, 15y 17.

La puntuacion numérica se obtiene a partir del total de las respuestas dadas por el
alumnado en cada una de las preguntas del cuestionario.

Los items utilizados son:

Item 1. Un objeto pequefio fue pesado en la misma escala por 9 estudiantes diferentes
en una clase de ciencias. Los pesos (en gramos) recogidos por cada estudiante se muestran
a continuacion:

6.26.06.015.36.16.36.26.156.2

Los estudiantes quieren determinar tan certeramente como sea posible el peso real de este
objeto. De los siguientes métodos, ¢cual recomendarias que usaran?

__a. Usar el nimero mas comun, que es 6.2

__b. Usar el 6.15, ya que es la medida més precisa

__C¢. Suma los 9 nimeros y divide entre 9

__d. Descarta el 15.3, suma los otros 8 nimeros y divide entre 8
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Item 4 Una profesora quiere cambiar la distribucion de asientos en su clase con la
esperanza de que ello incrementard el nUmero de comentarios [la participacion] de sus
alumnos. Primero decide ver cuantos comentarios hacen los alumnos con la distribucion
actual. Un registro del nimero de comentarios hechos por 8 de sus estudiantes durante un
periodo de clase se muestra a continuacion:

Iniciales del | A.A R.F. A.G. J.G. C.K. N.K. J.L. AW.
estudiante
NUmerode |0 5 2 22 3 2 1 2
comentarios

La profesora quiere resumir estos datos computando el nimero tipico de comentarios
hechos ese dia. De los siguientes métodos, ;cuél recomendarias que usara?

__a. Utiliza el namero méas comun, que es 2

__b. Suma los 8 nimeros y divide entre 8

__cC. Descarta el 22, suma los otros 7 nimeros y divide entre 7
__d. Descarta el 0, suma los otros 7 numeros y divide entre 7

Item 15: 40 estudiantes de la Universidad participaron en un estudio sobre el efecto del
suefio en las puntuaciones de los examenes. Veinte de los estudiantes se ofrecieron
voluntarios para permanecer despiertos toda la noche estudiando la noche anterior al
examen (grupo sin-suefio). Los otros 20 estudiantes (grupo de control) se fueron a la cama
alrededor de las 11.00 pm en la tarde anterior al examen. Las puntuaciones del examen
para cada grupo se muestran en el grafico a continuacion. Cada punto en el grafico
representa los resultados de un estudiante en particular. Por ejemplo, los dos puntos sobre
el 80 en el grafico de abajo indican que dos estudiantes del grupo con suefio puntuaron
80 en el examen.

30 40 50 60 70 80 90 100

Puntuaciones del examen: Grupo Sin Suefio

30 40 50 a0 70 80 90 100

Puntuaciones del examen: Grupo Con Suefio
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Examina los dos gréficos con detenimiento. Después elige de entre las 6 posibles
conclusiones mostradas a continuacion aquélla con la que méas de acuerdo estas.

__a. El grupo sin-suefio lo hizo mejor porque ninguno de los estudiantes puntud
por debajo de 40 y la puntuacion mas alta la obtuvo un estudiante de este grupo.

__b. El grupo sin-suefio lo hizo mejor porque su media parece ser un poco mas
alta que la media de los dos grupos.

__C. No hay diferencia entre los dos grupos porque hay un solapamiento
considerable entre las puntuaciones de ambos grupos.

__d. No hay diferencia entre los dos grupos porque la diferencia entre sus medias
es pequefia en comparacion con la cantidad de variacion en las puntuaciones.

__e. El grupo con-suefio lo hizo mejor porque méas estudiantes de este grupo
puntuaron 80 0 mas.

__f. El grupo con-suefio lo hizo mejor porque su media parece ser un poco mayor
que la media del grupo sin-suefio.

Item 17: El comité escolar de una pequefia ciudad queria determinar el nimero medio de
nifios por unidad familiar en su localidad. Dividieron el numero total de nifios de la ciudad
entre 50, el nimero total de unidades familiares. ¢Cuél de las siguientes afirmaciones
debe ser cierta si la media de nifios por unidad familiar es de 2,2?

__a. Lamitad de las unidades familiares de la ciudad tienen mas de 2 nifios.

__b. Maés unidades familiares en la ciudad tienen 3 nifios que las que tienen 2
nifios.

__C. Hay un total de 110 nifios en la ciudad.

__d. Hay 2.2 nifios en la ciudad por cada adulto.

__e. El nimero mas comun de nifios en las unidades familiares es 2.

__f. Ninguna de las anteriores.

Algunos de los analisis de estos items pueden hallarse en Batanero, Godino y Navas
(1997).

RESULTADOS Y DISCUSION

Tomando en cuenta que los resultados en ambos colegios mostraron valores altamente
similares, tomamos la decision de presentar los resultados de manera conjunta para las
dos muestras de sujetos. La tabla 1 presenta los resultados de cada item y los valores
globales para los cuatro items. Se observa que los problemas representaron una gran
dificultad a los alumnos. Solo el 19,5% de las respuestas fueron correctas. EI mayor
porcentaje de respuestas correctas fue del 25% para el item 17. Estos resultados indican
unas altas deficiencias en la comprension del algoritmo de céalculo de la media. Si
comparamos estos resultados con los obtenidos por Batanero, Godino y Navas (1997) en
alumnos universitario de magisterio y pedagogia, observamos que en términos generales
los resultados son similares en cuanto a la falta de comprension del algoritmo. Ademas,
los resultados para el item 17 son practicamente iguales, 27% de correctos en este con
alumnos de secundaria y 26,4% con alumnos de universidad.
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Tabla 1. Frecuencias y porcentajes de respuestas correctas a los items sobre promedios

distractor N° presencias

1 0, o)
Item Correctos % Incorrectos %  Total principal del distractor

a) Utilizacion de

1 16 14,8 92 85,2 108 la moda

54 50,00

d) Descartar el

4 26 19,4 82 75,9 108 valor nulo

31 28,70

¢) Sobrevalorar la
dispersion

15 15 14,0 93 86,1 108 b) No descartar
los valores 24 22,20
atipicos

25 23,10

a) el valor de la
mediana es
proximo a la

. 22 20,04
media

17 27 25 81 75,0 108

22 20,04
€) Suponer una

distribucion
simétrica

Total 84 19,4 347 80,6 432

En el item 1, se evidencia que al ser un mismo objeto el pesado, surge un valor atipico
(15.3). Puesto que este valor es bastante lejano a los deméas tomados sobre el mismo
objeto, puede ser resultado de una mala medicion que distorsionard o tendra gran
influencia en la media del conjunto de datos. Los estudiantes deben ser capaces de
comprender que la mejor opcion es realizar una media recortada, descartando ese valor
atipico. Sin embargo, se observa que la mitad de los estudiantes no discriminan
correctamente esto y optan por elegir la moda como opcién. Es un claro indicio de la
incapacidad de comprensidn de lo que representa la moda en una coleccion de datos y de
fallos en la interpretacion de la media en situaciones que requieren algo mas que aplicar
un algoritmo aritmetico.

Para el item 2, al igual que en el item 1, aparece un valor atipico (22) pero ademas se
incorpora un valor nulo (0). Para responder a la pregunta, los estudiantes han de
comprender que, en este caso, todos los valores son importantes y necesarios por el
contexto en el que se tomaron y para los propositos de la profesora. Por tal razdn, tanto
el 0 como el 22 deben ser tomados en cuenta. En las respuestas se observa que el 38% de
los alumnos descartan el cero, es decir, asumen que cero es igual a no existencia de datos.
Esto indica que esos alumnos tienen dificultad de comprension de la propiedad de los
promedios que sefialan Strauss y Bichler (1998, p. 66) “F: Cuando se calcula el promedio,
se debe tener en cuenta un valor de cero, si aparece”. Estos porcentajes de error son
semejantes al 40% hallados por Strauss y Bichler (1988) en alumnos de mas de 14 afios.

En el item 15, los alumnos responden incorrectamente en igual porcentaje (22%)
seleccionando las respuestas b y c. La respuesta b, sefiala que han hecho el uso de los
promedios, pero sin descartar los valores atipicos que afectan en gran medida los valores
de las medias (las aumentan o las disminuyen), conllevando a conclusiones falsas. Para
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la respuesta c, asumen que, como los recorridos en los graficos presentan zonas de
superposicién de datos, esto implica semejanza en el comportamiento de los grupos.

En cuanto al item 17, el enunciado permite saber que la distribucion esté acotada en cero.
Como no se indica si la distribucién es simétrica o asimétrica, no podemos estar seguros
de si lamoda, media y mediana son iguales (si fuese simétrica). Sin embargo, los alumnos
han respondido mayoritariamente a las respuestas que representan la mediana y la moda
a partir de la media si fuese una distribucion simétrica. Es decir, o creen que todas las
distribuciones son simétricas o tienen la idea de que la representacion de las distribuciones
tiene forma de campana.

Si atendemos al género de los alumnos, en las respuestas no se hallaron diferencias
estadisticamente significativas entre hombres y mujeres en la prueba U de Mann-Whitney
para muestras independientes (el valor p = 0,638). En el item 1, es mayor el porcentaje
de hombres que responden correctamente a la pregunta, pero la situacion se invierte de
manera leve en el item 4.

Tabla 2. Frecuencias y porcentajes de respuestas sobre promedios segun el género.

Correcto Incorrectos
item Total
Hombre %  Mujer % Hombre % Mujer %
1 11 10,2 5 4,6 48 44,4 44 40,7 108
4 13 120 15 13,9 46 42,6 34 31,5 108
15 9 8,3 6 5,6 50 46,3 43 39,8 108
17 16 148 11 10,2 43 39,8 38 35,2 108
Total 49 113 37 8,6 187 43,3 159 36,8 432

De acuerdo con los resultados obtenidos, esta claro que el conocimiento y la comprension
de los conceptos estadisticos elementales como media, mediana 0 moda no estan
suficientemente asimilados e interiorizados por parte de los alumnos. Esto sucede pese a
que el propio curriculo y los lineamientos de los Estandares Basicos de Competencias del
Ministerio de Educacion sefialan, a modo de ejemplo, que desde 4° a 5° de primaria, en el
pensamiento aleatorio y sistemas de datos, debe estar presente “uso e interpreto la media
(o promedio) y la mediana y comparo lo que indican” (MEN, 2006; p. 83). Esta formacion
y fomento del pensamiento aleatorio, asi como el sistema de datos, se siguen impartiendo
durante toda la formacién basica por lo que, al llegar a noveno grado, ya deberia ser de
dominio del alumnado.

CONCLUSIONES

Los porcentajes de respuestas erréneas es demasiado alto en los cuatro items analizados,
lo cual es preocupante por ser un tema elemental que se ensefia y trabaja desde la
educacion primaria.
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Se han observado errores y dificultades para la aplicacion correcta de la media en
problemas que podrian denominarse “de la vida real”, que no conllevan dificultades de
calculo algoritmico.

Si los alumnos no toman en consideracion los diferentes matices que estan implicados en
un problema estadistico y tienen dificultades para diferenciar el uso de una u otra medida
de tendencia central, deberan explorase estrategias didacticas alternativas para que sea
posible dar cumplimiento a la aspiracion del Ministerio de Educacion en relacion con las
competencias en pensamiento aleatorio y sistemas de datos.

Este estudio ha tenido como limitacién que los sujetos de estudio son de centros
educativos publicos de una misma ciudad y, por tanto, no es posible extraer inferencias
globales. Asimismo, por haberse aplicado la prueba cuando se terminaba el curso escolar,
no fue posible realizar entrevistas que hubiesen aclarado algunos aspectos sobre los
resultados obtenidos y, de ese modo, enriquecido el estudio.

Hemos replicado el estudio de Batatero et al (1997) en una poblacion cuyo nivel de
escolaridad es preuniverstiaria en un contexto social diferente pero los resultados han sido
similares. Lo que podria sefialar que estas deficiencias son generalizadas en la poblacion.

El paso siguiente es ampliar el estudio con una muestra mayor en nimero y en centros
educativos de diferentes lugares, para conocer si estos resultados son generalizados a la
poblacion estudiantil colombiana.
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Resumen

Son muchos los estereotipos que definen a la disciplina de Matematicas
como un area de maltiples problemas para su proceso de ensefianza-
aprendizaje. Por este motivo, se presentan el proceso y los resultados de
una investigacion para aportar evidencias de la necesidad de un cambio
metodoldgico en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los contenidos
estadisticos: media, moda, mediana y rango. Con tal fin se utiliza una
enseflanza basada en el aprendizaje a través del juego y se analizan los
conocimientos del alumnado antes y después de una intervencion. Los
resultados muestran evidencias significativas acerca de la eficacia de
dicha metodologia frente al modelo didactico tradicional.
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Abstract

There are many stereotypes that define the Mathematics discipline as an
area of multiple problems for the teaching and learning process. For
this reason, this research is presented to provide evidence of the need for
a methodological change in the teaching-learning process of statistical
content: mean, trend, median and range. To this end, play-based
learning is used and the students' knowledge is analyzed, before and after
an intervention. The results show significant evidence about the
effectiveness of mentioned methodology compared with the formal
teaching system.
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INTRODUCCION

A lo largo de los afios y sobre todo en la actualidad, es frecuente escuchar duras criticas
hacia la disciplina de matematicas por los problemas que presentan los estudiantes cuando
tratan de aprender sus contenidos.

Son muchos los investigadores que enmarcan dichas dificultades, asi como el rechazo
hacia esta disciplina, con la formacion del profesorado (Britton, Paine, Pimm y Raizen,
2003; European Commission, 2008; OCDE, 2005; Tatto et al., 1993). En esta linea,
Gobmez (1998) ya defendi6 que una posible deficiencia en la didactica de los docentes era
resolver los ejercicios mostrando las soluciones en limpio sin indicar el proceso de
borrador por medio del cual se llega a las soluciones, provocando, por tanto, la
memorizacion sistematica de las estrategias de resolucion sin dar pie al entendimiento del
proceso. Pochulu (2005) también alude a la formacion del profesorado al indicar que parte
de las dificultades que presenta el estudiantado es debido a estrategias de ensefianza
inadecuadas, las cuales por no identificar los errores tipicos que cometen sus discentes,
ni aprovechar eso como via constructivista para apaliar el error, dan lugar a la reiteracion
de errores, asi como dificultades en niveles que van desde la educacion primaria hasta la
universitaria.

La cuestion es que, aunque gran parte del cuerpo de estudiantes es consciente de la
verdadera utilidad de las matematicas, algunos, por el tipo de ensefianza que reciben, no
suelen mostrar gran interés por el aprendizaje de esta materia ni, segun las diferentes
pruebas PISA (2012, 2015), registran un minimo de progreso en este campo.

En particular, la estadistica es una de las areas mas debilitada a pesar de que hoy por hoy,
debido al desarrollo de la sociedad de la informacion, la estadistica se considera un
conocimiento imprescindible para la participacion ciudadana y la toma de decisiones,
como apunta Alsina (2016). Son diversos los estudios que muestran que algunos de sus
contenidos se ensefian de forma deficitaria y en disonancia con el curriculo (Alsina y
Véasquez, 2016) debido a la escasa formacion inicial y permanente del profesorado.

El profesorado, en numerosas ocasiones, como reflejo de su inseguridad decide ensefiar
a través del libro de texto, mediante un modelo didactico tradicional. Entendido como
modelo tradicional, aquel donde el docente, bajo la instruccidn, se encarga de transmitir
hechos, contenidos y conocimientos matematicos de manera directa y univoca, a la espera
de ser asimilados por sus estudiantes de manera sistematica y sin dar pie a la criticao a la
discusion. Nos referimos asi, a una metodologia de caracter expositivo donde el rol del
profesor es totalmente protagonico, siendo este el poseedor del conocimiento y
reduciéndose el aprendizaje al seguimiento de unos procedimientos y reglas
determinadas, a la practica rutinaria de ejercicios repetitivos, al uso de palabras clave v,
entre otras cosas, a la falta de un contexto significativo sobre aquello que se pretende
ensefiar (Moreano, Asmad, Cru y Cuglievan, 2008). En la misma linea, Almeida (2017)
remarca que la estadistica se sigue ensefiando en el aula de manera muy superficial y con
métodos obsoletos, los cuales podrian mejorar con un cambio en la formacién del
profesorado.

Ademas, cabe resefiar que la posicion de la estadistica en los libros de texto no favorece
su docencia. Serradd, Azcarate y Cardefioso (2006) marcan la constante ubicacion de este
bloque al final del temario, que unido a la falta de tiempo para ver todos los temas,
provoca que, en numerosas ocasiones, no se vea con profundidad dicho tema. En esta
linea, la investigacion de Ruiz (2014) apunta que solo se invierte en este area un 16% del
tiempo en los cursos de 3° y 6° de Primaria en diferentes paises de América Latina.
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Todo ello revela el caracter complejo del desarrollo de esta materia y el desafio global al
que estd sometida para conseguir el logro de un proceso de ensefianza-aprendizaje
exitoso. Es por este motivo que cada vez son mas los agentes educativos e investigadores
que tratan de indagar y profundizar en propuestas de mejora relacionadas con términos
correspondientes a la formacion del profesorado (TEDS-M, ver en Tatto et al., (2008)) y
a la puesta en marcha de nuevas practicas docentes que impulsen la adquisicién
progresiva de la alfabetizacion estadistica.

En particular, este trabajo presenta una alternativa al modelo did4ctico tradicional para la
ensefianza de la estadistica, el llamado aprendizaje basado en juegos (en adelante GBL,
de su denominacidn inglesa Game Based Learning) es un método de ensefianza que pone
de manifiesto ideas ya planteadas en el siglo XVIII por pedagogos como Rousseau y
Frobel al considerar los intereses de los estudiantes como estrategia para su buen
desarrollo y aprendizaje y por concebir el juego como una actividad natural del ser
humano desde su nacimiento, permitiéndole expresarse, comunicarse con el entorno vy,
sobre todo, aprender (Tamayo, 2012). Pero podemos remontarnos a varios siglos
anteriores, ya que, por ejemplo, en la Edad Media, autores como Fibonacci (matematico
italiano del S. XII1), ya practicaron la matematica numérica mediante técnicas derivadas
de los arabes utilizando el juego como herramienta; durante el Renacimiento, Cardano
(1663) escribid el primer libro sobre juegos de azar, “Liber de ludo aleae” adelantandose
al tratamiento matematico de la probabilidad; y Gauss, el cual siendo un gran aficionado
a jugar a las cartas, en el siglo X1X ya aprovecho la anotacion de las jugadas para realizar
estudios estadisticos.

Asimismo, son varios los psicélogos que han contribuido al estudio del juego como base
del desarrollo y del aprendizaje; segun destaca Veer y Valsiner (1994), Vygotsky afirma
que los juegos “constituyen la fuente principal de desarrollo cultural en el nifio, y en
particular, del desarrollo de la actividad simbolica” (p.57), ya que, en la infancia, la
actividad simbolica que se da en los juegos les ayudara a comprender el mundo del que
forman parte. También Piaget (1985) indica que “los juegos ayudan a construir una
amplia red de dispositivos que permiten al nifio la asimilacion total de la realidad,
incorporandola para revivirla, dominarla, comprenderla y compensarla” (p.189). Por
tanto, podriamos afirmar que, si los matematicos de todos los tiempos han disfrutado tanto
contemplando su juego y su ciencia, ¢por qué no tratar de aprender la matematica, en
particular la estadistica, a través del juego en contraposicion al modelo didactico
tradicional? En respuesta a esta pregunta se platea el objetivo del trabajo presente:
analizar la adquisicion de determinados contenidos de Estadistica, mediante la puesta en
practica del juego como medio vehicular para tratar de ofrecer nuevas formas de
ensefianza que rompan con el modelo didactico tradicional.

Aunque la literatura existente sobre este topico no muestra numerosas respuestas que han
permitido romper con el caracter tradicional de la ensefianza matematica, debido entre
otras cosas, a la poca evolucion en los modelos de ensefianza y a la reciente incorporacién
del bloque de estadistica y probabilidad en el curriculo de Educacion Primaria,
encontramos estudios como el de Salvador (2007) o Almirén (2017) que evidencian la
positiva contribucién del GBL en la adquisicion de los contenidos matematicos. En sus
estudios se evidencia que el juego potencia el aprendizaje de las matematicas, asi como
el interés por dicha materia. En particular, tras poner en préctica proyectos de estadistica
y probabilidad en aulas del tercer ciclo de primaria, se concluyé con una mejora en la
comprension de los contenidos estadisticos.

De hecho, estudios mas recientes también muestran resultados positivos a favor del juego
como recurso de ensefianza-aprendizaje no solo en estadistica y probabilidad sino en los
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contenidos de matematicas en general. Por ejemplo, en Mariscal y Sanchez (2019) se
manifiesta una mejora significativa en el aprendizaje de la geometria al utilizar el juego
en el aula de segundo curso, o en Guzman Urbina (2019) se determina el positivo efecto
de un programa basado en juegos did&cticos en la construccion de aprendizajes en el area
de Matemética en estudiantes del cuarto curso de educacion primaria.

De este modo, teniendo presente este panorama, en la continuacion del trabajo se
explicaré el caracter tradicional propio de la ensefianza de las matematicas y se apuntara
al GBL como método diferente para el proceso ensefianza-aprendizaje. Se realizard un
andlisis de todas las decisiones sobre materiales y métodos de estudio que permiten la
investigacion aqui presentada, asi como su procedimiento e instrumentos de evaluacion
utilizados. Se expondrén los resultados obtenidos, asi como un andlisis cuantitativo y
cualitativo de los mismos. Por ultimo, se realizaran diferentes valoraciones criticas sobre
los datos obtenidos, comparandolos con los resultados y recapitulaciones de otros
estudios que tratan la misma problemaética.

METODOLOGIA

La presente investigacion de caracter teorico-experimental, estudio real de caso, se ha
llevado a cabo con alumnado con edades comprendidas entre 11 y 12 afios de un centro
escolar de una localidad de unos 20.000 habitantes.

Por lo que respecta a los participantes, aunque realmente dicho curso esta formado por 19
discentes, este estudio solo ira dirigido a 17 de ellos, ya que, aunque la mayoria presentan
caracteristicas similares propias de la etapa evolutiva en la que se encuentran, no todos
estan situados, en términos de Vygotsky (1977), en la misma zona de desarrollo.

Finalmente, sefialar que el alumnado objeto de estudio ya habia finalizado el libro de texto
con el que el tutor de aula impartia sus clases, a través de un modelo didactico tradicional,
asi pues, ya eran conocedores de todos los conocimientos establecidos en dicha etapa
educativa.

Materiales y Métodos de Intervencion

Para dar respuesta al objetivo del presente trabajo se hace uso de la préactica pretest y
posttest pero con una Unica tarea. Con la primera se determinara cual es el nivel acerca
de los conocimientos sobre la estadistica numérica que han sido asimilados con el modelo
didactico tradicional impartido por el tutor del aula, previamente a la introduccion de la
innovacion. Con la segunda prueba se determina el aprendizaje de estos conocimientos
por parte de los estudiantes tras el desarrollo de la metodologia GBL efectuada por la
investigadora.

La tarea que se presenta en ambas pruebas ha sido disefiada a partir del contenido del
libro de texto trabajado durante el curso escolar, y lo recogido en el curriculo (Real
Decreto 126/2014, p. 82) acerca del conocimiento estadistico numérico: “Iniciacion
intuitiva a las medidas de centralizacion: la media, la mediana la moda y el rango”.

T.1. Enuna floristeria se venden 10 macetas con flores a los siguientes precios
en euros: 15,18, 20, 15, 14, 18, 15, 12, 18, 15.

Halla la media, la mediana, la moda y el rango de los precios.

El motivo de eleccion de esta tarea se debe principalmente a dos causas: la capacidad de
desarrollar el caracter exacto de las matematicas al poner en juego conceptos estadisticos
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que requieren de una extraccion exacta a traves de nimeros enteros y la injerencia directa
en cuestiones de la vida real del alumnado, pues deben encontrar respuesta a problemas
estrechamente relacionados con la practica social de estos, mas alla del ambito
matematico. Tanto la media, como la mediana, la moda o el rango, son contenidos Utiles
para su desempefio diario, ya que les sirve para averiguar por si mismos aspectos como
sus calificaciones medias en una asignatura, qué objeto estad de moda entre un grupo o
incluso la dispersion entre los datos de un mismo conjunto relacionado con un tema que
les interese.

Para ello se ha utilizado una metodologia de caracter experimental y principalmente
cuantitativa, puesto que en el apartado de resultados se tendran en cuenta y se analizaran
las respuestas a las pruebas pretest y posttest. Sin embargo, dicha revision de los datos
cuantitativos, unidos a la informacion registrada en los dos tests serviran para analizar los
resultados desde un punto de vista cualitativo, generando otro tipo de conclusiones
igualmente relevantes para el presente trabajo, las cuales permitiran no solo ofrecer la
realidad existente en aula, sino la posibilidad de evaluar las ventajas e inconvenientes de
la metodologia GBL, frente a la tradicional.

Procedimiento

Se dedicO una sesion para efectuar la prueba pretest mencionada anteriormente. Tras esto
se dedicaron 6 sesiones para realizar la intervencion, sobre los contenidos estadisticos
arriba mencionados, a través de la metodologia GBL. Esta propuesta, incluiria diferentes
actividades tanto en grande y pequefio grupo como individuales y tendrian lugar en
diferentes estancias del colegio como el aula habitual, el aula de informaética y el patio,
promoviendo el trabajo en equipo, la cooperacion y comunicacion, la autonomia y el
autocontrol y a su vez, el aprendizaje en contacto con la naturaleza, las nuevas tecnologias
y determinados materiales manipulativos (ver detalle en Anexo 1).

Durante la primera sesién, en el aula se efectuaron distintas actividades en las que se
usaron dados y cubos lego multicolores para calcular la media y la moda, asi como tratar
de definirlas tedricamente. En la segunda sesion se hizo uso del juego de la Jenga, que se
trata de ir extrayendo piezas de una torre de madera evitando el derrumbe de esta. El
objetivo es tratar los conceptos estadisticos a través de la cantidad de piezas extraidas
previo al derrumbe. También se hizo uso de recursos web, en una tercera sesion, a través
de la pagina Genmagic para investigar sobre recursos online con los que trabajar
conceptos de estadistica, como ahora el juego de Pasapalabra para recordar determinados
conceptos que seran de ayuda en la actividad posterior. Finalmente, las tres Gltimas
sesiones se dedicaron a la realizacion de una yincana matematica y de una Escape Room;
la yincana tuvo lugar en el patio del colegio y la Escape Room en el aula habitual y en
ambas pruebas, el objetivo era encontrar unos sobres con problemas matematicos, cuya
solucion llevaria a la obtencion de una recompensa; en el primer caso, encontrar un cofre
con chocolatinas y en el segundo caso, encontrar la llave del aula que permitiria salir de
la habitacion donde se encontraban los estudiantes encerrados. Entre los problemas
encontramos, calcular la media de edad de un grupo de personas presentes en una reunion
escolar, calcular la mediana de la altura de un grupo de jugadores de baloncesto, calcular
el rango del conjunto de notas en Matematicas durante el curso o extraer la moda de un
conjunto de frutas presentes en un frutero, entre otros. Todo ello con el objetivo de aplicar
los conceptos aprendidos a través de la resolucion de problemas matematicos
relacionados con la vida cotidiana de los estudiantes.
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Como se observa, a diferencia del modelo didactico tradicional, ésta estaria basada,
mayoritariamente en casos practicos, donde atendiendo a los distintos ritmos de
aprendizaje y presentando actividades de distintos niveles de dificultad, se plantearian
situaciones reales demostrando el verdadero valor de las matemaéticas en la vida cotidiana
y, por ende, en la sociedad. Finalmente, se dedic6 una sesion para realizar el posttest.

ANALISIS Y RESULTADOS

Atendiendo a la previa indicacion del caracter tedrico-experimental que presenta este
trabajo y teniendo presente el objetivo de mostrar las ventajas del aprendizaje a través del
juego frente a la dindmica del modelo didéctico tradicional, para realizar la investigacion
y el anélisis comparativo de datos, se llevara a cabo la revision de los resultados obtenidos
por parte de los miembros participantes en las pruebas pretest y posttest.

Para ello se realizaran dos tipos de analisis, en primer lugar, un andlisis cuantitativo de
los datos, dividido en: a) un estudio descriptivo, que mostrar la situacién de aula, a través
de graficos, asi como de forma numérica; y b) inferencial, que permitira observar las
posibles diferencias significativas entre los resultados de ambas pruebas, y por tanto
evaluar si existe una mejora de aprendizaje. Para ello se utilizara la prueba de los rangos
con signo de Wilcoxon, debido al reducido tamafio de la muestra. La hipdtesis nula en
esta prueba es que no hay diferencias significativas entre las puntuaciones obtenidas en
ambos test (indicaria que la intervencion de ensefianza no ha producido ningin cambio),
mientras que la hipdtesis alternativa marcaria que si existen diferencias. Se escoge un
nivel de significacion del 5%.

En segundo lugar, el anélisis cualitativo de las respuestas permitird complementar el
estudio cuantitativo presentado. Para este analisis se realiza una categorizacion de las
respuestas y tras esto se presentan respuestas de estudiantes que las representan.

Estudio Descriptivo

Para tratar de observar qué ha ocurrido en la actuacion global del aula, se presentan la
Tabla 1 y 2, que muestran un andlisis descriptivo de los resultados obtenidos por
conocimientos especificos y por conocimientos globales, respectivamente.

Tabla 1. Resultados descriptivos obtenidos por conocimientos (frecuencias absolutas).
No=no responden correctamente; Si= si responden correctamente.

Media Mediana Moda Rango Media Mediana Moda Rango
(pretest)  (pretest)  (pretest) (pretest) (posttest) (posttest)  (posttest)  (posttest)
No 10 9 17 17 5 2 0 9
Si 7 8 0 0 12 15 17 8

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 2. Resultados descriptivos (rango, media y desviacion tipica) globales acerca de
los conocimientos estadisticos. Puntuacion del alumnado sobre 10.

Minimo Maximo Media Desviacion
estandar
Pretest 0 3,33 1,372 1,69
Posttest 3,33 10 7,25 2,94

Fuente: Elaboracion propia

En estos datos se puede observar que existen diferencias entre los resultados obtenidos
antes y después de la intervencién. Segun indican las frecuencias absolutas de la Tabla 1,
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durante el pretest, es mayor el nimero de alumnos que desconoce los conceptos a estudiar,
pues solo 7 alumnos conocen adecuadamente el concepto de media y 8 el de mediana,
siendo nulo el numero de estudiantes que ofrecen aportaciones sobre la moda o el rango.
Esto variara tras la intervencion, ya que en el posttest solo 5 estudiantes siguen
presentando dificultades en la media, 2 en la mediana, 9 en el rango y 0 en la moda.

Esta misma variacion se registra en la Tabla 2, donde podemos encontrar las notas
minimas y maximas de ambas pruebas, la media y la desviacion estandar de ellas. Como
se muestra, la nota minima del pretest es de 0 frente a un 3,33 en el posttest y la maxima
es de 3,33 frente a un 10 en el posttest. De este modo, la media del posttest obtenida
7,25%2,94 es aproximadamente 5 puntos superior a la media del pretest 1,372+1,69. Estos
resultados prevén que la metodologia tradicional utilizada por el maestro (resultados
pretest) no ha permitido consolidar el proceso de ensefianza-aprendizaje, situacion
totalmente opuesta a la que nos encontramos tras la aplicacion de la metodologia basada
en el juego (resultados posttest).

Estudio Inferencial

Por lo que concierne ahora al estudio inferencial, se inicia con una representacion (Figura
1) en la que se encuentra las frecuencias contrastadas en cada conocimiento estudiado
durante el pretest y el posttest.

18
16
14
12
10

O N B~ OO ©

Media Mediana Moda Rango

Pretest © Posttest

Figura 1. Frecuencias contrastadas en cada conocimiento estudiado

Esta Figura 1 muestra la gran diferencia existente entre los resultados del pretest y del
posttest. Mientras que en el posttest todos los contenidos cuentan con una determinada
cantidad de alumnos que han sabido contestar correctamente, demostrando conocer y
dominar el tema, en el pretest, de los 4 items a estudiar, solo han sido la media y la
mediana las que han registrado un minimo de respuestas acertadas. Pues en los conceptos
de moda y rango, a pesar de ser impartidos en cursos anteriores, ha sido inexistente la
presencia de alumnos que han sabido responder correctamente.

Por otro lado, la Figura 2 presenta diferencias entre los resultados globales de la pregunta
entre el pretest y postest. Estas diferencias se demuestran significativas tras realizar el test
de Wilcoxon y obtener un p-valor=0.0001<0.05.
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Figura 2. Diagrama de cajas para resultados globales del pretest y posttest

Asi pues, se puede afirmar que, el GBL ha ayudado al alumnado a obtener mayores
resultados y a adquirir conocimientos previamente desconocidos u olvidados
demostrando haber superado parte de las dificultades o problemas que presentaban al
inicio.

Estudio Cualitativo

En este apartado se categorizan las respuestas para ver como han variado los resultados
tras la puesta en préactica de la metodologia basada en el juego.

Concretamente, se obtienen cuatro categorias:
1. Alumnado que pasa del 0 al 10 (6 alumnos de 17).

2. Alumnado con buenos resultados en el pretest obtiene excelentes en el posttest
(4 alumnos de 17).

3. Alumnado que no mejora en el proceso de cambio de metodologia por
problemas en la aritmética de los numeros (5 alumnos de 17).

4. Alumnado que no tienen ningun conocimiento, pero tras la intervencion

tampoco los muestra, por ser sus respuestas arbitrarias sin un proceso (2
alumnos de 17).

Para la primera categoria se aprecia como varia de no responder la pregunta durante la
prueba pretest (Figura 3a) a responder con exito esa misma tarea durante el posttest
(Figura 3b). Las causas de dejar la pregunta en blanco pueden ser diversas: puede no
haber entendido la pregunta, tal vez no recuerde los contenidos a trabajar o no consolidd
los conceptos ya estudiados con la metodologia tradicional. Sin embargo, es destacable
que, tras la intervencion, muestra responder con éxito lo que se le demanda. En esta
situacion se encuentran tres alumnos mas.
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b)
Figura 3. Ejemplo de alumno en Categoria 1: a) Prueba pretest, b) Prueba posttest

En la segunda categoria, se presenta el ejemplo (ver Figura 4) de uno de los siete alumnos
que durante la prueba pretest consiguié responder correctamente al concepto de media.
El concepto de media es estudiado desde primeros cursos de educacion primaria. Por lo
que respecta al posttest, el estudiante ha sabido efectuar correctamente toda la tarea
registrando un progreso excelente en la adquisicion de los contenidos. Aungue se debe
remarcar que no se observa el proceso de resolucion, contrario a lo que ocurri6 en el
pretest.

a)

oristeria se venden 10 macetas con flores a estos |

b)
Figura 4. Ejemplo de alumno en Categoria 2: a) Prueba pretest, b) Prueba posttest

Para la ultima categoria, se selecciona un estudiante que no ha experimentado cambio en
su puntuacion (ver Figura 5). Por lo que respecta a la prueba pretest, se observa como el
Unico concepto que conoce es el de la media, realiza la operacion e indica el resultado.
Sin embargo, a pesar de conocer este contenido, esa misma respuesta la realiza de manera
incorrecta en la prueba posttest, tras equivocarse en el proceso de sumay de division. Con
lo que, si que se puede dar por sabido el concepto, ya que el proceso es correcto. En
cuanto al concepto de moda, lo aprende tras la intervencion, pero no asi ocurre con el
concepto de mediana ni de rango.
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Figura 5. Ejemplo de alumno en Categoria 3: a) Prueba pretest, b) Prueba posttest

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En general, segun los resultados obtenidos, se puede dar cuenta claramente de que la
aplicacion de la metodologia GBL para la ensefianza de las Matematicas, y en concreto
para el aprendizaje de los contenidos de Estadistica, demuestra que aumenta el nimero
de estudiantes que alcanzan notablemente las competencias de esta disciplina y les ayuda
a obtener mayores calificaciones que con el modelo didactico tradicional, lo que confirma
que se aprende mas jugando, explorando y descubriendo que estudiando a través de un
libro de texto.

Recordando las palabras de Gil, Blanco y Guerrero (2006) sobre la idea de que las
matematicas son dificiles de aprender y que debido a ello van destinadas a los mas
inteligentes, cabe destacar que esta investigacion ha demostrado lo contrario, ya que si de
esa manera se tratase, es decir, si la dificultad estuviera presente dentro de la propia
disciplina y no se debiera a factores externos, los alumnos participantes no hubieran
registrado un minimo de progreso tras la intervencion, puesto que los contenidos en
ambas ocasiones eran los mismos. Sin embargo, como se ha podido demostrar, con el
cambio de metodologia han sido la mayoria de los alumnos los que de un modo u otro
han superado lo que antes no habian sido capaces de lograr. Es por este motivo que se
podria apuntar que la investigacion demuestra que el problema no es tanto la propia
disciplina o la capacidad de los alumnos para el entendimiento y el aprendizaje de las
matematicas, sino mas bien el tipo de ensefianza que reciben.

Con este proyecto también se ha demostrado que los alumnos, en general, tienen unos
conocimientos previos escasos sobre estadistica, afectando ello a su intuicion estadistica.
Pues en base a las observaciones cualitativas de la prueba pretest se podria destacar que
algunas de esas dificultades podrian ser consecuencia de aspectos como los siguientes: el
uso exacerbado de técnicas algoritmicas o rutinas sin fundamentos tedricos, el abordaje
de contenidos completamente descontextualizados, el tratamiento de problemas
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demasiado centrados en lo numérico o las carencias de conocimientos previos que se
trasladan a los nuevos contenidos que se abordan, ya que, en bastantes ocasiones, los
errores presentes en las tareas de los alumnos no se debian a problemas sobre los
contenidos de estadistica, sino a errores de calculo en operaciones basicas.

Por tanto, teniendo en cuenta las anteriores aportaciones, las cuales son propias de la
instruccion tradicional, se podria afirmar que esta investigacion también demuestra lo que
dijo Ma (1999), cuando planteé que todo docente deberia poseer un conocimiento
profundo y acabado del contenido a ensefiar y sobre todo de cdmo ensefiarlo, pues la
evidente falta de formacidn de los profesores y los estudiantes para maestro en esta area,
debido, entre otras cosas, a la reciente incorporacion de este bloque al curriculum, hacen
que recurran constantemente al libro de texto, produciendo como indicé Vilar (1997),
planteamientos anclados en el pasado, presentados de forma simple y rigida a través de
estructuras fijas, provocando por tanto el olvido rapido de los contenidos como han
demostrado los alumnos en la resolucién de su primera prueba.

A continuacién, otros de los posibles detonantes que desencadenan las dificultades
presentes en los alumnos durante la prueba previa a la intervencion, podrian ser la
constante insistencia en el pensamiento operacional frente al estructural y procesual
caracteristico también del modelo didactico tradicional y la falta de relacion entre aquello
que se ensefia y la realidad, pues la falta de una introduccién significativa que facilite a
los estudiantes la comprension de nuevos conceptos y consolide su aprendizaje, hace que
permanezca presente la inutilidad de las matematicas y por ende, el rechazo hacia la
disciplina.

Frente a esta idea, otra de las mdltiples evidencias que nos ha aportado esta investigacion
es la nocion de que, a la hora de aprender, es importante que los nifios se planteen
preguntas donde tengan que investigar, organizar sus respuestas y crear representaciones
con los datos que recopilen por ellos mismos, para extraer asi conclusiones. Es por ese
motivo que el aprendizaje a través del juego se propone en la adquisicion de los
contenidos de matematicas como una herramienta que rompe con la ensefianza
tradicional, apostando por una instruccion innovadora en la que los nifios pueden aprender
divirtiéndose y comprobando, por ellos mismos, todo aquello que se explica en clase
mediante juegos, de forma que el aprendizaje sea realmente significativo.

Como se ha mostrado, cuando se lleva a la practica el GBL, se puede observar que no
solo es beneficioso para los alumnos a nivel individual, sino para el grupo de clase en
general. Por tanto, siguiendo esta misma linea de investigacion y considerando que el
sistema educativo debe avanzar de acuerdo a la actual realidad seria interesante seguir
indagando sobre fendmenos que logren desarrollar una comprensién adecuada de la
estadistica y la probabilidad y de los conceptos que subyacen de ellas, ya que frente a la
evidenciada obsolescencia del sistema educativo, es necesario recurrir a nuevos métodos
que permitan el cumplimiento del desarrollo eficaz de los contenidos que todavia hoy
siguen suponiendo un reto.
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ANEXO 1. ACTIVIDADES DE INTERVENCION
SESION 1
1. Dados multicolores (30 min.)

Se organiza la clase en grupos y se les reparte: un dado, una pizarra pequefia y piezas lego
de distintos colores. Cada componente realizara 6 tiradas y anotara el resultado en una
tabla como la que sigue.

Valores | Color de las piezas | N° veces
Rojo
Verde
Azul
Amarillo
Blanco
Negro

OO WIN|F-

Una vez llena la tabla:
e Cada grupo cogera la torre més alta y anotara el valor, debatiendo acerca de la
moda.
e Intentaran calcular la media obtenida, en base a los conocimientos de otros afos.
e Por ultimo, se les pide que anoten el valor méas pequefio que se puede obtener y el
mas grande, introduciendo asi el concepto de rango.

SESION 2
Juego de la Jenga (45 min.)

En grupos de 4, juegan al juego de la Jenga y se les reparte una tabla como la que sigue
para que rellenen al finalizar la partida (jugaran tantas como de tiempo) el nimero de
piezas extraidas.

Valores | N°de veces

N (o0~ WNE

SESION 3
Descubrimos paginas web (45 min.)

A traveés del ordenador y de manera individual se le pide al alumno que entre en la pagina
de Genmagic (https://sites.google.com/a/genmagic.net/pasapalabras-genmagic/) para que
de forma auténoma investigue sobre recursos online para trabajar conceptos de
estadistica.

SESION4Y 5
Gimcana matematica (90 min.)
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Estadistica en educacién primaria a través del aprendizaje basado en juegos

En esta actividad el alumnado deberé encontrar por grupos sobres consecutivos y resolver
las actividades de su interior. Las actividades seran similares a las recogidas en las
sesiones anteriores, y los sobres estaran escondidos por el patio.

SESION 6
Escape room (45 min.)

Se trata de una actividad en la que se encerrard al alumnado en la clase, se les juntara por
grupos y deberdn encontrar 5 sobres, con actividades similares a las redactadas
anteriormente. La solucion de las mismas les llevard a pistas, siendo la Gltima la
localizacion de la llave del aula.

Diana Herreros

Departamento Didactica de la Matemética
Facultad de Magisterio

Universidad de Valencia, Espafia
diaheto@alumni.uv.es

Maria T. Sanz

Departamento Didactica de la Matematica
Facultad de Magisterio

Universidad de Valencia, Espafa
m.teresa.sanz@uv.es

47


mailto:diaheto@alumni.uv.es
mailto:m.teresa.sanz@uv.es

Obra publicada con Licencia Creative Commons Atribuciéon 3.0 Espafia

s



https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/es/

