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Resumen

Se presenta una breve semblanza biografica de Diego Terrero y un analisis de
una de sus obras. El estudio se ha centrado en la forma en que el autor aborda
y presenta los numeros negativos en un periodo historico en el que, en
Alemania, recién se habian formalizado, y en el que algunos autores espafioles
de libros de matematicas de la época aun no habian incorporado este avance
epistemoldgico. Se hallan evidencias de ideas cercanas a las presentes a
principios del siglo XIX.
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Treatment of Negative Numbers in Diego Terrero's Lecciones
de Aritmética y de Algebra Elemental (1894)

Abstract

This study presents a brief biographical sketch of Diego Terrero and an analysis
of one of his works. The study has focused on the way in which the author
approaches and presents negative numbers in a historical period in which, in
Germany, they had only recently been formalized, and in which some Spanish
authors of mathematics books had not yet incorporated this epistemological
advance. There is evidence of ideas close to those present at the beginning of
the XIX century.
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INTRODUCCION

La investigacion sobre la historia de las matematicas pretende indagar y conocer de qué
manera han evolucionado los conceptos matematicos y la forma en que estos se han
transmitido a la poblacion en el sistema educativo. El conocimiento del pasado en relacion
con las matemaéticas y los procesos de ensefianza y transmision de los conocimientos
matematicos brinda al profesorado una comprensiéon de algunas de las dificultades
presentes en las aulas, en la actualidad, porque son similares a las que se dieron para la
aceptacion, formalizacion y generalizacion de ciertos conceptos. Por otra parte, para los
investigadores es importante comprender las rupturas epistemoldgicas que se han dado
en aspectos matematicos y como se han planteado estrategias para superarlas y mejorar
la transmision de las matematicas a la sociedad en cada época.

Para este proposito se analizan planes curriculares, instituciones de educacion, libros,
métodos de ensefianza, autores de libros de texto y materiales didacticos antiguos, entre
otras cosas. A nivel internacional, se tienen muchos ejemplos de investigacion sobre la
historia de las matematicas y la educacion matematica, abordando aspectos relacionados
con la ensefianza de las matematicas en distintos niveles educativos (Clark, 2012; Fried,
2008; Haverhals y Roscoe, 2010; Puig y Rojano, 2004; Oliveira y Schubring, 2020).

EL ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO DE MATEMATICAS

Como sefialan Garcia y Beas (1995), en toda sociedad es primordial que se transmitan los
elementos basicos de su cultura y, en este sentido, los libros de texto son uno de los
mayores canales que han contribuido a la difusion de los conocimientos. Por otra parte,
en el caso de las matematicas, en la construccion de conceptos y teorias el lenguaje
textual, simbdlico y grafico, adquiere un papel destacado e importante que en ocasiones
es particular de esta disciplina, por lo que es de gran importancia el analisis
epistemologico de los libros de texto de matematicas.

El analisis de los libros de texto es util e importante en educacion matematica porque
ofrece informacion sobre los contenidos matematicos, las técnicas y las tendencias
pedagdgicas y didacticas que utilizan los autores. Asimismo, reflejan las necesidades de
la sociedad del momento que se manifiestan a través de las leyes y orientaciones
educativas que los manuales deben seguir. Como registros historicos, “reflejan los habitos
y costumbres, la organizacion de las ideas, la actividad intelectual, las relaciones publicas
de apropiacion y exclusion del saber [...] las modas y tendencias imperantes de una
época” (Maz-Machado y Rico, 2015, p. 51).

Diversos autores han sefialado métodos, técnicas y orientaciones sobre qué y como
investigar en los libros de textos matematicos antiguos (Maz, 2009; Schubring, 1987). En
Espafia el analisis de los libros de texto ha sido una linea prioritaria en la investigacion
historica del area (Maz-Machado et al., 2017). Como sefiala Gémez (2011), el anélisis de
los libros de texto de matematicas antiguos permite identificar posibles problemas de
investigacion en educacién matematica. Se han dado consejos e instrucciones sobre cémo
realizar una seleccion adecuada de los manuales para ser objeto de estudio (Picado y Rico,
2011) y se ha ejemplificado, por ejemplo, con estudios sobre los aspectos didacticos
presentes en los libros y que los autores han incorporado para mejorar la comprension de
los contenidos por parte de los lectores de la obra (Maz y Rico, 2015).

Una pequefia muestra de este tipo de investigaciones son las realizadas por Madrid et al.
(2018), quienes analizaron manuales de matematicas del siglo XVIII, en Espafia, para
caracterizar a los autores atendiendo a su desempefio profesional en la sociedad de la
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época. De igual forma, se han estudiado las aritméticas impresas en Esparfia en el siglo
XVI (Madrid et al., 2019).

En ocasiones, el objeto de estudio ha sido un autor de libros de texto y las investigaciones
se han orientado hacia el analisis de los libros de matematicas publicados por autores
espafioles. Meavilla y Oller (2015) analizaron todas las obras matematicas del gaditano
Antonio Terry y Rivas. Leon-Mantero et al. (2018) realizaron un estudio sobre las obras
matema@ticas de Juan Cortazar. El Cordobés Gonzalo Serrano ha sido analizado centrando
la atencion en su libro de matemaéticas (Gutiérrez-Rubio y Madrid, 2018) o en toda su
obra (Maz-Machado et al., 2020). Otros autores matematicos también han sido analizados
de manera individual o con el conjunto de toda su obra, entre ellos estan José Mariano
Vallejo (Maz et al., 2006), Juan Andrés (Madrid et al., 2016), Juan Justo Garcia (2019),
Thomas Cerda (Maz y Rico, 2009) o Juan de Yciar (Maz-Machado et al. 2013)

En relacion con temas especificos de matematicas, Picado et al. (2015) analizaron libros
de texto de matematicas publicados en Espafia, en la segunda mitad del siglo XIX, para
conocer el proceso de difusion y ensefianza del sistema métrico decimal en Espafia.
Meavilla (2005) analizé los contenidos algebraicos presentes en la obra de Pérez de
Moya; también los procesos de extraccion de raices en la obra este autor ha sido estudiado
(Meavilla y Oller, 2014). Por otra parte, Sanchez y Gonzalez (2017) estudiaron la
geometria analitica en los manuales de texto espafioles publicados durante el siglo XIX.
Todas estas investigaciones se han apoyado en el analisis de contenido, centrandose en
aspectos historicos, epistemoldgicos, conceptuales o didacticos.

Histéricamente, los numeros negativos han sido considerados como una fuente de
dificultades para los alumnos en distintos niveles educativos (Hefendehl-Heberker, 1991;
Cid, 2015). Desde la historia de las matematicas y la educacion matematica, se han
realizado algunos estudios sobre este concepto. Todo ello porque, segun Schubring
(1986), constituyen un ejemplo que ilustra el complejo proceso de desarrollo de los
conceptos matematicos.

Glaeser (1981) realizé una de las investigaciones de mayor trascendencia sobre los
numeros negativos. Analizo el trabajo de destacados matematicos del pasado (Diofanto,
Stevin, Descartes, McLaurin, Euler, D" Alambert Carno, Laplace, Cauchy y Hankel) para
identificar las dificultades epistemoldgicas que fue necesario superar para aceptar los
negativos como un conjunto numérico formal en los nimeros enteros. Heeffer (2008)
analizd las ideas de nimero negativo que estdn presentes en la obra de algunos
matematicos: como menor que nada (Arnauld, Leibniz, Cardano) y mayor que infinito
(Wallis, Euler, D" Alambert).

En Espafia, Maz y Rico (2007) analizaron el tipo de situaciones fenomenoldgicas con las
que se asociaban los niUmeros negativos en algunos manuales del siglo XVI11y IX. Estos
mismos autores (Maz y Rico, 2009) presentan, ademas, una categorizacion sobre los
fendmenos y las representaciones utilizados para presentar los nimeros negativos en los
textos de estos siglos. Sefialan que es importante y necesario realizar estudios en mas
libros de texto de matematicas publicados en Espafia sobre la presencia y uso de los
numeros negativos. Siguiendo esta linea de investigacion, presentamos un analisis de una
obra matematica de un autor espafiol del siglo XIX.
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OBJETIVOS

O1: Establecer el tratamiento dado a los nimeros negativos en textos publicados en
Espafia durante el siglo XIX.

02: Caracterizar el entorno social, cultural, cientifico y académico en que se ubican los
matematicos esparioles autores de libros de texto en el siglo XIX.

MATERIALES Y METODO

El andlisis de contenido en esta investigacion se centra en las ideas que se expresan y
reflejan en un texto dado, teniendo en cuenta su carécter didactico, lo que se utiliza en
muchos casos como complemento a la investigacion historica.

La eleccion de la obra a analizar fue intencional porque no se hall6 ningun estudio
especifico sobe ella. Se determinaron tres focos de interés para caracterizar el texto,
siguiendo las pautas sefialadas por Maz (2005) y utilizadas en diversas investigaciones de
tipo historico epistemoldgico en educacion matematica (Madrid, 2016; Ledn-Mantero et
al., 2021). Estos focos fueron:

e Autor: se buscaron datos bibliograficos y se contextualizo el contexto histérico-
social y cientifico.

e Estructura de la obra: fueron identificados y descritos aspectos generales de la
obra.

e Contenido sobre los numeros negativos: se identificaron los temas, usos,
problemas, representaciones y demas aspectos relacionados con los negativos.

Para el foco 1, se consulto bibliografia disponible en bibliotecas fisicas y virtuales. Para
los focos 2 y 3, las unidades de andlisis fueron los parrafos que contenian informacion
sobre esto.

Una vez identificados los parrafos, estos se volcaron a una base de datos y se agruparon
segun los items propuestos por Maz (2005), tras lo que se realiz6 un analisis conceptual
descriptivo.

Tabla 1. Parrilla para la Caracterizacion del contenido sobre los nimeros negativos.
Fuente: Maz, 2005; p. 104.
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Campo Texto

TSNL1 Significado y presentacion de los signos +y -

TSN2 Presentacion de las cantidades negativas

TSN3 Naturaleza de las cantidades negativas

TSN4 Justificacion de la aparicion de las cantidades negativas

TSN5 Cantidades negativas como menores que hada

TSN6 Ejemplificacion de cantidades negativas

TSN7 Regla de los signos

TSN8 Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa

TSN.9 Orden en las cantidades negativas

TSN10 Operaciones y utilizacion de las cantidades negativas

TSN11 Interpretacion de los resultados negativos
TSN12 Utilidad de las cantidades negativas
TSN13 Otros

RESULTADOS
Semblanza biografica de Diego Terrero y Pérez

Diego Terreroy Pérez nacio en Cadiz, en 1830, y fallecio en Oviedo, en 1892. Fue alumno
de la Escuela Normal Central, del Seminario Nacional de Maestros, de la Normal de
Filosofia. Se doctord en Ciencias Fisico-matematicas en Oviedo.

Este gaditano fue cientifico, fotografo y poeta (Gracia Noriega,
2001). Fueron famosas sus polémicas humoristicas con Teodoro
Cuesta, las cuales se plasmaron en el libro Andalucia y Asturias
que publicaron juntos (Terrero y Cuesta, 1881). En 1866, al
jubilarse Salmeén, director del Observatorio astronémico en la
Universidad de Oviedo, Terrero le sucedid en la direccion junto
a los catedraticos Ceruelo, Frandes, Méndez, Aparicio y Urios
(Canella, 1995).

En 1878, particip6 en la comision organizadora que redacté el
reglamento de la Escuela Ovetense de Artes y Oficios creada ese
mismo afio y que comprendia "ensefianzas preparatorias y
periciales para carpinteros, albafiiles, cantero, obreros
industriales hasta maestros de obras y capataces mecanicos"
(Canella, 1995; p. 575)

Ejercié como catedratico en el Instituto de Oviedo, del cual fue su director. Este instituto
era de caracter privado. Inici6, en Oviedo, en 1886, la preparacion de alumnos para
carreras militares y facultativas. En ese afio establece el Colegio Hispano-americano. Fue
vicedirector del Instituto Provincial de 22 Ensefianza de Oviedo que formé parte de la
Facultad de Filosofia de la Universidad de Oviedo.

Terrero era el presidente de la seccion literaria del Circulo Mercantil e Industrial de
Oviedo, que organizaba veladas literarias. Formé parte del claustro extraordinario de la
Universidad de Oviedo por Ciencias y fue socio de la Sociedad Econdmica de Amigos
del Pais de Asturias (S. S., 1880).
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En 1885, bajo su direccion, algunos alumnos de 5° B ™=

realizaron el plano del Jardin Botanico de Oviedo. En I
1860, junto a Salmeédn y Mandayo, fueron los primeros

en demostrar, en una Universidad Espafiola, el ARITMETICA
movimiento rotatorio de la tierra por medio del Péndulo (ot ket

de Foucault que instalaron en la capilla de la Universidad
(Martinez y Lastra, 1978). Con este experimento, se
trataba de proyectar la ciencia a la sociedad en general,
puesto que "Para mejor conocimiento de los asistentes se
reparti6 un impreso con todas las necesarias
explicaciones, y fue muy notable este suceso, del que se
ocuparon con elogio la prensa de la corte y provincias”
(Alvarez, 1978, citado por Martinez y Lastra 1978; p. 8).

Durante su vida profesional, fue testigo de los esfuerzos
gubernamentales para establecer un ordenamiento
juridico sobre la educacion en el territorio espafiol, entre ellos la ley Moyano o el Plan de
estudios de 1866 de Orovio.

Terrero publico las siguientes obras de contenido matematico:

). TERRERO

* Lecciones De Aritmética Para Uso De Los Nifios (1871) (32 edicion)

« Lecciones De Aritmética (1880).

« Lecciones De Algebra Elemental (1880).

« Lecciones y Ejercicios de Geometria Elemental (1877).

« Lecciones de Geometria Elemental y de Trigonometria Rectilinea (1880).
« Lecciones de Aritmética y de Algebra (1894) (42 edicion)

Las Lecciones de Aritmética y de Algebra elementall

Publicada en 1894 en su cuarta edicion. Oviedo: Imprenta de Pardo, Gusano y Compaifiia.
El texto consta de 279 paginas, distribuidas en dos partes: lecciones de Aritmética y
lecciones de Algebra; la primera esta dividida en 37 lecciones. Inicia definiendo los
conceptos basicos: numero, cantidad, unidad, etc.; prosigue con la numeracion y las
operaciones aritméticas; se explican las operaciones con los nimeros primos y los
fraccionarios; prosigue con las raices, potencias, razones y proporciones, logaritmos,
variables, limites, regla de tres; hay un apartado de la leccion XXVI que se dedica a los
nlimeros positivos y negativos.

La segunda parte se divide en 24 lecciones. Define el objeto del algebra, las expresiones
algebraicas y las operaciones entre ellas, prosigue con las fracciones algebraicas, raices y
potencias, permutaciones y combinaciones; presenta las ecuaciones y los métodos de
solucion, incluye problemas de primer grado con una y varias incognitas.

Un hecho interesante es que Terrero indica que utilizd, para resolver la mayor parte de
los ejercicios, un Aritmometro, que era una calculadora mecanica con la que se podian
realizar sumas, restas, multiplicaciones y divisiones. No indica expresamente en qué
autores se baso para escribir el texto, sin embargo, cuando utiliza algunas formulas o
métodos menciona a sus autores, tal es el caso de Pitagoras, Ougtred, Guy, Briggs, Neper;
y cuando hace referencia a las tablas de logaritmos menciona las de: Sanchez Ramos,
Véazquez Queipo, Callet y Schrodn. Finalmente, menciona un diccionario matematico de
Montferrier. Los objetivos de la obra son iniciar a los alumnos en el estudio de las
matematicas y presentar algunas de las aplicaciones mas usuales de esta ciencia.
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Se dan unas definiciones basicas sobre cantidad: “todo lo que tiene igual y este igual
puede determinarse” (p. 9) y numero es “la idea que se adquiere de una cantidad al
compararla con la unidad” (p. 9). El nimero entero (natural para nosotros) surge cuando
“la cantidad es conmensurable con la unidad elegida” (p. 10). Indica que la cantidad
constante es la que siempre es la misma, mientras que la cantidad variable “es la que no
es siempre la misma” (p.82); estas aparecen en las ecuaciones, las cuales define asi:
“ECUACION. Es la unién por medio del signo igual de dos expresiones que no son
siempre iguales, por que los son en alguno ¢ algunos casos” (p. 213); las ecuaciones
pueden ser “numéricas y literales” (p. 213). Las cantidades negativas aparecen en dos
apartados: en la parte de aritmética (leccion XXVI) y en el algebra (leccion I).

El autor afirma que es consciente de que se podrian percibir algunas “lagunas” en el
desarrollo de los contenidos pues considera que a duras penas se pueden ensefiar estos
conocimientos matematicos a los alumnos, ya que, por su corta edad y carencia de otros
conocimientos fundamentales, asi como por estudiar otras asignaturas, no comprenderian
adecuadamente mas matematicas. Indica que los contenidos se ajustan a los fines de la
segunda ensefianza.

Tratamiento dado a los negativos

TSNZ1: Significado y presentacion de los signos +y -.
“[...] el signo + que se lee mas.” (p. 15).
“[...] el signo -, que se lee menos” (p. 16).

La presentacion que se hace de los signos + y - es sélo de signos abstractos asociados a
aumento y disminucion.

TSNZ2: Presentacion de las cantidades negativas.

“Los nimeros afectados del signo mas, los llamaremos positivos, y los que lo
estén del signo menos, NEGATIVOS.

Cuando un namero no lleve expreso su signo, se debera entender que es positivo”
(p. 115).

Indica que los signos mas y menos actian sobre los numeros y deja de lado a las
cantidades. Asimismo, es el signo el que determina la condicién del nimero y su ausencia
reafirma el sentido positivo de los numeros.

TSN3: Naturaleza de las cantidades negativas.

“Entre las cantidades que se den para la resolucion de un problema, puede haber
dos de la misma naturaleza, que tiendan 4 producir efectos contrarios.” (p. 176).

Hallamos dos ideas:

« De forma implicita se indica que las cantidades negativas y positivas tienen
igual naturaleza.

« Las cantidades positivas y negativas intervienen en la resolucién de
problemas y segun se utilicen unas u otras sus efectos son diferentes.

TSN4: Justificacion de la aparicién de las cantidades negativas.
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“Necesario es, para que esta distinta afeccion 6 modo de ser de las cantidades sea
tomada en consideracion, introducir en el calculo algo que lo indique, y al efecto
vamos & CONVENIR en afectar de un signo las que tengan un modo de existencia,
y de otro distinto las que tengan el contrario, siendo el mas y el menos los elegidos,
a pesar de habernos servido ya, y aln servirnos ahora, para indicar la adicion y la
sustraccion.

Las cantidades que estén afectadas del signo mas las llamaremos positivas, y
negativas las que lo estén del signo ménos.” (p. 176).

La consideracion de cantidades positivas 0 negativas es tan sélo convencional; la eleccion
de los signos + o - es arbitraria segin el modo de existencia de cada cantidad. Se reitera
la idea presentada en TSN2 sobre la forma en que los signos que preceden a la cantidad
determinan la condicidn de positiva 0 negativa.

TSN5: Cantidades negativas como menores que nada.

“Observamos que, si los puntos M’ y M” estan igualmente distantes de A, no hay
motivo para decir que la cantidad positiva AM’ es mayor que la negativa AM”, y
si el punto mavil estuviese en A, su distancia a este punto seria cero, 6 mejor
dicho, no abria distancia, siendo por lo tanto un absurdo el admitir que las
cantidades negativas son menores que cero, y menores que las positivas. Cero no
es cantidad, y por consiguiente no puede compararse con una cantidad, ni ser
menor 0 mayor que ella. Si se admitiera comparacion entre las cantidades
positivas ¢ negativas y cero, podriamos asegurar con verdad, que respecto de cero,
lo mismo son las unas que las otras.” (p. 177).

P . . . . . Q
M” A M’ M
No se considera la “nada”, se aborda la reflexion es sobre el cero. Se indica la

imposibilidad de establecer una comparacion entre las cantidades positivas y negativas
respecto a cero.

TSNG6: Ejemplificacion de cantidades negativas.

“Tales son, por ejemplo, el metalico que ingresa en la caja de un comerciante por
ventas 0 cobro de letras, y el que sale para pago de éstas 6 de mercancias la
cantidad de agua que echa un cafio en el pilon de una fuente, y la que otro arroja
fuera del mismo...” (p. 176).

Presenta actividades cotidianas asociadas a situaciones relativas (ingresos, cobros, pagos)
para dar ideas y ejemplos de las cantidades negativas. Todas ellas se caracterizan por
presentar contextos de oposicion o contrarios.

“Para demostrar las ventajas de la consideracion de las cantidades positivas y
negativas, y al mismo tiempo, para ver que el CONVENIO para representarlas no
se opone & los hechos anteriormente, presentaremos la siguiente cuestion:

P . : : . : Q
M” A M’ M
Sean los puntos fijos Ay B en la linea PQ, y un punto movil que podra tomar las
posiciones M, M’, M”.

Llamando d & la distancia conocida y constante AB, x a la variable desde A al
punto movil, é y & la que hay desde B al mismo punto, tendremos que
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para la posicion M, AM=AB+BM, 6 x=d+y. I férmula;
para la posicion M’, AM’=AB-BM’ ¢ x=d-y. 22 formula;
para la posicion M”, AM”=BM”-AB, ¢ x=y-d. 32 formula.

Considerando las cantidades positivas y negativas, se tendrd que, en la posicion
M’, sera y=-BM’ y aplicando 4 este caso la primera férmula se obtendra

AM’=AB+(-BM")
O bien AM’=AB-BM’,
Resultado idéntico al que proporciona la segunda férmula, no considerandolas.
En la tercera posicion, x=-AM”, y=-BM”, y la primera férmula nos da
-AM”=AB+(-BM”);
-AM”=AB-BM”;
0 bien AM”=BM”-AB,;
resultado también igual al proporcionado por la tercera, no considerandolas.

Vemos, pues que la consideracion de las cantidades positivas y negativas es
ventajosa, pues dd mas generalidad & las formulas haciendo que una sola sirva
para los tres casos.” (pp. 176-177).

Utiliza una representacion geometrica (la recta) en wuna situacion fisica de
desplazamientos para interpretar el sentido de las cantidades positivas y negativas.
Explica la conveniencia de la ubicacion o determinacion de las cantidades negativas en
uno u otro extremo de la recta; e incorpora la representacion algebraica como
complemento a la grafica para la explicacion.

TSN7: Regla de los signos.

“El producto de un nimero negativo por otro positivo es también negativo, y de
un valor absoluto igual al producto de los valores absolutos de los factores.

En efecto: (-3) X 4=-3-3-3-3=-(3X4)=-12.
Del mismo modo, 3 X (-4)=-4-4-4=- (3X4)=-12.” (p. 116).
“El producto de dos nlimeros negativos es positivo.

Si el producto (-3) X 4=-12, cambiando de signo al factor 4, debe cambiar de signo
el producto, segun la consecuencia anterior.

Luego (-3) X (-4)=12.” (p. 116).

“El producto 6 el cociente de dos nimeros del mismo signo es positivo, y el de
dos niimeros de signo contrario, es negativo.” (p. 116).

En estos parrafos, se enuncia una regla para la multiplicacion de nimeros con signo.
Justifica el valor positivo o negativo del nimero resultante por medio del caracter aditivo
de una misma cantidad con signo en una multiplicacion.

TSNB8: Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa.

“Si de dos sujetos uno debe 2000 duros y otro 7000, decimos que la deuda del
primero, es MENOR que la del segundo, 6 la de éste MAYOR que el capital del
primero; lo mismo que si uno tiene 2000 duros de capital y otro 7000, diremos
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que el capital del primero es MENOR que el del segundo, 6 el de éste MAYOR
que el del primero. También podria decirse que la deuda del primero era mayor 6
menor que el capital del segundo, pero entonces prescindimos del modo de
existencia de estas cantidades y solo atendemos a sus valores absolutos. Segun
esto,

-2000<-7000, y +2000<+7000

El ejemplo anterior nos ensefia que para comparar la magnitud de dos cantidades,
es necesario que tengan el mismo modo de existencia, y en este caso aquella que
estd incluida 6 comprendida en la otra, es la que llamaremos menor, y mayor & la
que comprende” (p. 177).

Se indica el doble sentido en el que puede considerarse una cantidad; uno relativo, el cual
tiene que ver con la situacion o contexto en el que se utiliza; el otro, el valor absoluto, se
relaciona Gnicamente con su caracter numérico y sin tener en cuenta la clase de naturaleza,
positiva 0 negativa. En el ejemplo, hay una comparacion de orden relativo; esta indica
que deber 200 es menor que deber 700, por lo cual se evidencia que, aunque se trata de
deudas y es dinero “faltante”, se esta considerando el valor absoluto de los naturales para
estas cantidades.

TSNO: Orden en las cantidades negativas.

“1°. De dos nimeros positivos, es menor aquel cuyo valor absoluto éste contenido

en el otro.

Asi, +4<+7, pues +4+3=7

2°. Cero es menor que cualquier nimero positivo.

Asi, 0<+7, pues 0+7=+7

3°. Un ndmero negativo es menor que cero.

Asi, -4<0, pues —4+4=0

4°. De dos numeros negativos es menor el de mayor valor absoluto.
Asi, -7<-4, pues —7+3=-4.” (p. 177).

Se establecen dos cosas: en primer lugar, un orden entre los nimeros positivos y también
entre los nimeros negativos con otros negativos; en segundo término, el orden, tanto para
los positivos como para los negativos, se establece respecto al cero, pero no se hace
ninguna mencion de los positivos en relacion con los negativos, o lo contrario.

TSN10: Operaciones y utilizacion de las cantidades negativas.

“3* La sustraccion de un nimero negativo equivale a la adicion de otro positivo
de igual valor absoluto.” (p. 116).

“10%. EI cociente de dos numeros negativos es positivo.

112 Todos los teoremas demostrados para nimeros positivos seran ciertos para
los negativos.” (p. 116).

Hay una referencia a la sustraccion como un caso particular de la adicién. En la primera
afirmacion, hay una distincion entre el significado del signo menos en operacién
sustraccion y el signo menos de la cantidad negativa. Ademas, da presuncién del
cumplimiento de teoremas de nimeros positivos a negativos. Es una referencia primaria
al principio de permanencia de las leyes formales que habia establecido Hankel (1867).
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Los negativos son asumidos y considerados “ntimeros”, manifestindose esto de forma
reiterada en estos parrafos.

“Continuando en ambos sentidos la primera de las dos progresiones anteriores, se
tendré:

+..-6.-3.0.3.6.9.12. 15. 18. 21. 24. 27....” (p. 117).
“Sea, por ejemplo, el logaritmo enteramente negativo —2,345678.” (p. 132).
“[...] se tendra 8-5=3, y 5-8=-3" (p. 115).

Las cantidades negativas pueden hacer parte de una progresion o ser un logaritmo. Desde
el punto de vista numérico, es posible seguir una secuencia iniciada desde los negativos
y proseguirla en los positivos. Esto implica la admision de la continuidad del sistema
numeérico de forma independiente a los signos mas y menos.

“En efecto si 5-8=-3, se debera tener, para conformarse con la definicion de la
sustraccion, 5=8+(-3); y como 5=8+(-3), sera 8+(-3)=8-3". (p. 116).

TSN11: Interpretacion de los resultados negativos.

“[...] Ahora bien: al introducir en el calculo las cantidades positivas y negativas,
damos & las palabras Menor y mayor otra significacion distinta de la que hasta
aqui han tenido; [...]” (p. 177).

Algebraicamente con los positivos y negativos entran en juego significados diferentes
para ciertos términos que se utilizaban en aritmética (mayor y menor), pero que en algebra
se usan bajo otras connotaciones.

“[...]Es evidente que el que debe 7000 duros, debe 4000; pero el que debe 4000
no debe 7000; lo mismo que el que tiene 7000 duros, tiene 4000; pero el que tiene
4000 no tiene 7000.” (p. 177).

Presenta situaciones con cantidades relativas para mostrar la diferencia de significado en
una circunstancia en la que los términos “deber/tener” imprimen distintas caracteristicas
de valor absoluto. Relaciones de inclusion y subconjunto con cantidades negativas estan
manifiestas en el ejemplo.

TSN12: Utilidad de las cantidades negativas.

“Vemos, pues que la consideracion de las cantidades positivas y negativas es
ventajosa, pues da mas generalidad & las formulas haciendo que una sola sirva
para los tres casos.” (p. 177).

La generalidad otorgada por el uso de cantidades positivas o negativas en las férmulas
permite utilizarlas para la solucion de un problema determinado segun la conveniencia
para calculador.

TSN13: Otros.

“3°, Si la incognita puede recibir el valor positivo 0 negativo que nos dé la
formula, ni el problema ni la hipdtesis seran absurdos, aunque esta Gltima podra
no ser la verdadera. Pero si la incdgnita no puede recibir el valor positivo 6
negativo que nos dé la formula, el problema serd absurdo, si la hipétesis es la
verdadera, pero si ésta no es la verdadera, el problema no serd absurdo.” (p. 232).

Vemos como, aunque la respuesta negativa refuta lo absurdo, tanto del problema como
de la hipétesis, esta es rechazada y no se acepta como verdadera solucion a un problema.
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Sin embargo, esta respuesta implica un anélisis al tipo de planteamiento realizado,
centrando la atencion al tratamiento dado a las hipotesis.

Andlisis conceptual y revision histérico-critica
NUmero

Para Terrero, el nimero surge de comparar la cantidad con la unidad, es “la idea que se
adquiere de una cantidad al compararla con la unidad”, esta nocion de nimero es de
caracter relacional; es otra evidencia en autores espafioles de la influencia del concepto
de nimero enunciada por Stevin y Newton (Maz, 2005). Sin embargo, el hecho de
condicionar el nimero a la comparacién con una medida, que llama unidad, hace que sea
esta medida respecto a la unidad la que constituya el numero; este planteamiento es de
corte cartesiano, donde es la medida la condicion del namero.

Cantidad

El autor define la cantidad como “todo aquello que tiene igual y puede determinarse”, de
tal forma, la cantidad puede ser comparada con otra de su misma especie. Se aleja de la
idea de aumento y disminucion postulada por Euler (Maz, 2009); esto permite que puedan
ser ordenadas respecto a otras mediante relaciones de comparacion y orden. Esta es la
misma idea que habia planteado Comte (Maz, 2005).

Cantidad positiva y cantidad negativa

Las cantidades negativas tienen una misma naturaleza que las positivas, aunque los
efectos que produce su aparicién son contrarios, tal como se afirma en TSN3. Se indica
que la consideracién de positivo o negativo de las cantidades es s6lo de forma
convencional, asi como también lo es la asignacion de signos + o — a las cantidades, tal
como se deduce de TSN4. La conveniencia del calculador es lo que permite utilizarles de
una u otra forma determinada, como se deduce de TSN12; este aspecto de “conveniencia”
es destacado en muchos apartados del texto, los cuales hemos recogido en TSN4, TSN6
y TSN12. Se asignan distintos significados para el signo menos. Prueba de ello es que en
TSN10 se plantea la distincion entre la sustraccion y la cantidad negativa.

En TSN6, vemos unos ejemplos mediante los cuales pretende aclarar la idea de cantidad
negativa. Estas son situaciones asociadas a fendmenos fisicos reales tales como ingresos
de dinero, pagos, flujos y salidas de agua. Méas adelante utiliza otra situacion para dar
ejemplo de lo beneficiosas que son las cantidades negativas, esa situacion corresponde a
desplazamientos. En este caso hay una representacion simbdlica y geométrica pues se
utiliza una recta en la cual se han sefialado puntos que representan ciertas posiciones. Es
claramente un ejemplo de una modelizacion de situaciones reales en la cual se utilizan
cantidades negativas.

Terrero en TSN2, TSN7, TSN9 y TSN10 Illama “niimeros negativos” a las cantidades
precedidas del signo menos. Esta asignacion como nimero, se refleja en TSN11 cuando
afirma que las cantidades negativas y positivas llevan a una significacion distinta de los
términos mayor y menor. En TSN3 se indica que son dos los tipos de cantidades que se
dan para la resolucion de problemas, las cantidades positivas y negativas. Por tanto, estas
surgen como consecuencia de operaciones algebraicas.

Fenomenologia/Justificacion
La justificacion dada por Terrero se basa en la necesidad de considerar las distintas
“afecciones” de las cantidades, por lo cual era preciso afectar mediante un signo tales
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diferencias en las cantidades. Como se infiere de TSN3 estas alteraciones que producen
los signos + y — en las cantidades dan origen a las cantidades positivas y negativas,

Como se ha mencionado en TSNG6, los ejemplos utilizados son situaciones cotidianas de
tipo relativo, asociadas a entornos y acciones fisicas tangibles. Las situaciones
fenomenologicas a las que recurre el autor para ilustrar a las cantidades tanto positivas
como negativas, corresponden a ingresos, retiros, pagos, cobros, flujos, salidas y
recorridos. En TSN6, TSN9 y TSN10 se utilizan representaciones numeéricas, algebraicas
y gréficas para las cantidades negativas.

Uso algebraico

Queda suficientemente ilustrado, en TSN4 y TSN5, que la eleccion de los signos para las
cantidades en una situacion determinada es arbitraria, segin sea el modo de existencia de
tal cantidad; este mismo hecho entra en juego de acuerdo a la conveniencia para que el
calculador alcance su propdsito.

En TSN10, las cantidades negativas hacen parte de una progresion aritmetica,
asumiéndose la continuidad del sistema numérico en cero. Las incognitas de planteadas
para resolver un problema determinado pueden adquirir un valor negativo como resultado
de las operaciones algebraicas.

CONCLUSIONES

Este estudio ha permitido constatar que Diego Terrero fue una figura importante en el
ambito académico y cientifico de la sociedad asturiana del siglo XIX. Sus conocimientos
matematicos estaban al mismo nivel que otros autores de libros de matematicas de la
época en Espafa.

El autor se involucré de manera activa en diversos aspectos relacionados con la
ensefianza, en particular de las matematicas, desde distintos frentes: docente, gestor y
divulgativo.

Terrero tenia una nocion sobre los nimeros negativos similar a la de Juan Cortazar o José
Mariano Vallejo. Consideraba que estos nimeros existen como resultado de operaciones
y célculos aritméticos. Esto es llamativo e indica que desconocia la obra de Hankel (1867)
en la que formaliza los numeros negativos mediante el principio de permanencia de las
leyes formales.

Consideraba gque existia un orden entre las cantidades positivas y negativas, pero que estas
no eran comparables entre si, idea que compartia con autores como Asciclo Fernandez
Vallin y Bustillo o0 Joaquin Maria Fern
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Resumen

El trabajo algebraico en los distintos niveles educativos constituye una
probleméatica de gran interés que ha sido abordada desde diferentes
perspectivas. Con el propdésito de favorecer la construccion de sentidos en
relacion con el algebra escolar, hemos disefiado una propuesta para introducir
el lenguaje algebraico desde el establecimiento de relaciones entre variables
en septimo grado de la escuela primaria (estudiantes de 11/12 afios),
atendiendo a los aportes de la perspectiva del Algebra Temprana, Sessa (2005)
y Arcavi (2005). En este articulo presentamos el analisis de la implementacion
de una de las tareas, focalizando el estudio en el rol de los intercambios
producidos en el aula y las posibilidades de producir significado en relacion
con las nociones abordadas.
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The construction of senses in the initiation to algebraic
language
Abstract

Algebraic work at different educational levels constitutes a problem of great
interest that has been approached from different perspectives. With the purpose
of favoring the construction of senses in relation to school algebra, we have
designed a proposal to introduce algebraic language from the establishment of
relationships between variables in seventh grade of primary school (11/12 year
old students), attending to the contributions of the perspective of Early Algebra,
Sessa (2005) and Arcavi (2005). In this article we present the analysis of the
implementation of one of the tasks, focusing the study on the role of the
exchanges produced in the classroom and the possibilities of constructing
meanings in relation to the notions addressed.

Keywords: algebraic language, meaning, variables, interactions.
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INTRODUCCION

El trabajo algebraico en los distintos niveles educativos constituye una problemética de
gran interés que ha sido abordada desde diferentes perspectivas. Como muestra de ello,
Kieran (2006) propone una sintesis de como se han modificado los focos de interés en los
estudios sobre esta temética a nivel internacional desde el afio 1977 hasta el 2006
considerando los trabajos publicados en los congresos anuales de la Comunidad
Internacional de Investigadores y Educadores Matematicos conocida con el nombre de
PME (Psychology of Mathematics Education). Menciona un primer grupo tematico
referido a la transicion de la aritmética al algebra, nociones de variables e incognitas,
resolucion de ecuaciones y problemas verbales de algebra (1977 a 2006). Un segundo
grupo se centra en el uso de herramientas tecnoldgicas, multiples representaciones y la
generalizacion (mediados de 1980 a 2006). El tercer y tltimo grupo tematico gira en torno
al pensamiento algebraico de estudiantes de la escuela primaria, la ensefianza del algebra,
la modelizacién en escenarios dindmicos (mediados de 1990 a 2006).

El National Council of Teacher of Mathematics (NCTM, 2014) fija su posicion respecto
a la ensefianza del algebra a partir del interrogante: ¢Qué es el algebra como parte de un
curriculo de matematicas de la escuela para todos los estudiantes? Afirma que antes de
que los estudiantes realicen la transicion al contenido de algebra como una parte
importante de sus cursos, necesitan desarrollar una base sélida en matematicas desde
preescolar hasta la escuela secundaria. Por ejemplo, antes de un estudio extenso de
ecuaciones lineales y pendientes, deberian escribir e interpretar expresiones numéricas
equivalentes, reconocer situaciones en las que las cantidades estan relacionadas de
manera proporcional y expresar relaciones entre esas cantidades. En particular, en el nivel
primario, los estudiantes deberian desarrollar fluidez con los numeros, explorar la
estructura de las operaciones y sus propiedades y verbalizar relaciones cuantitativas.

Numerosos estudios muestran preocupacion por las dificultades que presentan los
estudiantes en torno al trabajo algebraico (Barrio, Lalanne y Petich, 2010; Ramirez Garcia
y Rodriguez Marcos, 2011; Sessa, 2005; Socas, Camacho, Palarea y Hernandez, 1996;
Olmedo, Galindez, Peralta y Di Barbaro, 2015, Pramesti y Retnawati, 2019). En
Argentina, la introduccion al trabajo algebraico suele iniciarse mediante la resolucion de
ecuaciones (Sessa, 2005), lo cual ocasiona serias dificultades en los alumnos, puesto que
no disponen de suficientes elementos como para explicitar diferencias entre las
transformaciones efectuadas al resolverlas y muchas veces terminan memorizando
“reglas practicas” para su resolucion, sin entender el sentido de lo que estan haciendo
(Sessa, 2005; Moreno y Castellanos, 1997).

En lugar del tradicional inicio mediante la resolucion de ecuaciones, Sessa (2005)
propone diversas puertas de entrada al algebra escolar. Una de ellas es la denominada
funcional, que privilegia la nocioén de variable y propone la “construccion de la idea de
dependencia entre dos magnitudes o cantidades y [...] la consideracion de las letras para
expresar esas cantidades variables” (Sessa, 2005, p. 71). Consideramos interesante la
propuesta de introducir el algebra desde esta via, porque posibilita, entre otras cosas,
aproximarse a nociones como la de variable o dependencia y comprender que el uso de
las letras excede la nocion de incognita de una ecuacion.

A partir de estas consideraciones, se plantea como objetivo general de la investigacién
explorar la iniciacién al trabajo algebraico mediante el establecimiento de relaciones entre
dos variables en séptimo grado de la educacion primaria. Con ese proposito, se disefia,
implementa y estudia una propuesta para abordar el lenguaje algebraico como
herramienta de modelizacion (Buffarini, 2005), que incluye tareas que propician el
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desarrollo de conjeturas y argumentos sobre las respuestas dadas. El hilo conductor de
toda la secuencia es la nocion de variable y puntualmente, la relacion entre dos variables.
Esta relacion se plantea desde diferentes registros de representacion (Duval, 2008) en
cada una de las tareas (grafico, tabular, coloquial, simbdlico). En este articulo describimos
y discutimos los resultados alcanzados en una tarea, considerada central en la propuesta,
dado que promueve la introduccion del lenguaje algebraico.

Situamos la propuesta en el enfoque denominado Algebra Temprana (Schliemann,
Carraher y Brizuela, 2011; Carraher, Schliemann y Schwartz, 2013; Carraher y
Schliemann, 2018; Blanton, Brizuela, Stephens, Knuth, Isler, Murphy Gardiner, Stroud,
Fonger y Stylianou, 2018; Carraher y Schliemann, 2020), cuyo objetivo no es afiadir
algebra a los planes de estudio del nivel primario, sino ayudar a que emerja el caracter
algebraico de la matemaética que se trabaja desde los primeros afios de la escuela primaria.
El &lgebra se encuentra implicita en situaciones problemaéticas, en contenidos (como por
ejemplo las operaciones basicas) y en diferentes sistemas de representacion (como tablas,
graficos, escritura en notacién aritmética). Investigaciones basadas en este enfoque “han
demostrado consistentemente que, mucho antes de la adolescencia, los estudiantes
demuestran razonamiento algebraico, usan formas algebraicas convencionales para
expresar tal razonamiento y hacen generalizaciones matematicas que tienen un caracter
algebraico” (Carraher y Scliemann, 2020, p. 249).

En el marco del objetivo general del estudio mencionado anteriormente, nos proponemaos
en este articulo describir el papel de las interacciones en el aula en relacion con la
emergencia de significados en torno al lenguaje algebraico. Asumimos como Barwell
(2016), que el significado matematico emerge a través de relaciones que se producen entre
multiples discursos, voces y lenguajes en la interaccion matematica en el aula.

En el siguiente apartado, presentamos algunos aportes tedricos que nos ayudan a
interpretar los resultados alcanzados. Posteriormente, describimos brevemente el marco
metodoldgico y la tarea propuesta. En los apartados siguientes, estudiamos y discutimos
los resultados alcanzados, a partir de fragmentos de la transcripcion de la clase estudiada.
En el Gltimo apartado compartimos algunas reflexiones y comentarios acerca de los
resultados en términos de las potencialidades del contexto y de las intervenciones
propiciadas por la docente.

MARCO TEORICO

Kaput (2008) plantea la necesidad de repensar nuestra concepcion acerca de lo que es el
algebra y el razonamiento algebraico, porque esto influye necesariamente en su abordaje
en el aula, especialmente si se propone su tratamiento para el nivel primario. Sostiene que
el tipo de visidn del algebra escolar que dominoé durante afios en muchos paises incluia
principalmente manipulaciones simbodlicas guiadas por la sintactica. Esta perspectiva, en
la que se enmarca el tratamiento habitual que se da en Argentina a partir de la resolucion
de ecuaciones (Sessa, 2005) constituye una base inadecuada para la reconsideracién de
su lugar en la escuela. Se precisa una vision mas amplia y profunda del algebra que
posibilite su integracidn en las matematicas de cada nivel escolar.

En este sentido, afirma que centrarse en la pregunta sobre qué es el algebra destaca a esta
disciplina como un cuerpo de conocimiento independiente, como un artefacto cultural.
La pregunta sobre qué es el razonamiento algebraico, enfatiza el algebra como una
actividad humana. El autor ejemplifica diciendo que aquellos que conciben el algebra
como tema heredado pueden referirse a la ley conmutativa de la adicion, por ejemplo, sin
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tener que establecer como se formd la ley o cémo los estudiantes aprenden (0 no);
mientras que quienes sostienen que el algebra es un razonamiento se inclinan por
considerar las formas de hacer, pensar y hablar de las matematicas de los estudiantes
como algo fundamental. Kaput (2008) considera que los dos puntos de vistas son utiles,
dependiendo de los propésitos que se persigan.

El autor ofrece un punto de vista mas amplio acerca de la simbolizacion del algebra, que
combina las dos identidades expresadas en el parrafo anterior (como herencia cultural y
como actividad humana) y posibilita organizar su tratamiento en todos los niveles.
Considera que un aspecto central del razonamiento algebraico es la generalizacion y la
expresion de la generalizacion en sistemas de simbolos convencionales cada vez mas
sistematicos (Aspecto Basico A). Como segundo aspecto central plantea la accion guiada
sintacticamente sobre los simbolos dentro de los sistemas organizados de simbolos
(Aspecto Basico B).

Kaput (2008) menciona la falta de consenso sobre los roles de los dos Aspectos Bésicos
en el aprendizaje temprano de algebra y completa su descripcién del algebra afiadiendo
tres lineas en las que aparecen de alguna manera cada uno de los dos aspectos centrales
mencionados.

1 Algebra como estudio de estructuras y sistemas extraidos de célculos y relaciones,
incluidos los que surgen en la aritmética (algebra como aritmética generalizada) y en
el razonamiento cuantitativo.

2 El algebra como estudio de funciones, relaciones y variacion conjunta.

3 Algebra como la aplicacion de un grupo de lenguajes de modelado dentro y fuera
de las matematicas.

La primera linea es considerada en muchos casos como la ruta principal hacia el algebra.
Incluye generalizar operaciones aritméticas y sus propiedades y razonar sobre relaciones
mas generales y sus formas e implica observar las expresiones aritméticas de una manera
nueva, en términos de su forma en lugar de su valor cuando se calcula.

La segunda linea se relaciona con la nocion de funcion, en el sentido de que la expresion
de la generalizacidn describe la variacion sistematica de instancias en algin dominio. El
aspecto sintactico del algebra se aplica generalmente para cambiar la forma de las
expresiones que denotan regularidades, al comparar diferentes expresiones de un patrén
para determinar si son equivalentes, o al hallar cuando las funciones toman valores
particulares (por ejemplo, raices) o satisfacen restricciones (construir y resolver
ecuaciones). Utiliza una amplia gama de sistemas de simbolos, ademas de los habituales,
que incluyen tablas, gréaficos y estrategias pedagogicas, como las "méaquinas de funcion”.

La tercera linea es el modelado como actividad algebraica y se organiza en tres tipos
segun como se utilizan los dos aspectos basicos mencionados. Un primer tipo es numérico
0 cuantitativo y toma la forma de la declaracion de una restriccién, generalmente en la
forma de una ecuacion, que luego requiere el uso del aspecto sintactico del algebra para
obtener una solucion. En este caso la variable se considera como una incognita. Un
segundo tipo de modelado utiliza el primer aspecto central al generalizar y expresar
patrones y regularidades en situaciones o fendmenos, que surgen dentro o fuera de las
matematicas. Aqui, el dominio de generalizacion es la situacion gque se estd modelando y,
en algunos casos la expresion de la generalizacion utiliza una o mas variables que pueden
expresar una funcién o clase de funciones. Trabajar con tales expresiones para
comprender mejor la situacidon que se estd modelando implica el aspecto sintactico del
algebra. Un tercer tipo de modelado algebraico involucra generalizar soluciones a una
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situacion de modelado de respuesta Unica del primer tipo o de problemas aritméticos que
no requirieron maniobras algebraicas para su resolucion. En este caso, el &lgebra ingresa
a medida que uno relaja las limitaciones del problema dado para explorar su forma méas
general, alcance y relaciones mas profundas, incluidas las comparaciones con otros
modelos o situaciones. La introduccion de variables que expresan la generalidad de la
situacion normalmente toma la forma de parametros.

El autor sefiala que esta red de conexiones (entre aspectos y lineas mencionadas) permite
que el algebra desempefie el papel clave en las matematicas desde el Nivel Inicial hasta
los 12 afios. Este analisis de contenido es coherente con el proporcionado por el NCTM
(2014).

En la propuesta de ensefianza disefiada se promueve el uso del segundo tipo de modelado,
porque se trabaja en torno al establecimiento de relaciones entre variables. Pero a su vez,
en lo que concierne a los aspectos basicos y lineas relacionadas con los mismos,
clasificamos las tareas propuestas como coherentes con el Aspecto Basico A que apunta
a la expresion de generalizaciones y a las lineas 2 y 3 relacionadas con el estudio de
variacion conjunta y modelado, respectivamente.

Blanton et al. (2018) sefialan que involucrar a los nifios de educacion primaria en la
actividad de generalizar es vital porque fortalece su capacidad para filtrar informacién
matematica con caracteristicas comunes y extraer conclusiones en forma de afirmaciones
generalizadas. El acto de representar no solo expresa las generalizaciones que los nifios
obtienen de las situaciones problematicas, sino que también determina la naturaleza
misma de su comprension de estos conceptos. Estos autores sostienen que, durante la
justificacion de las generalizaciones, los estudiantes desarrollan argumentos matematicos
para defender o refutar la validez de una generalizacion propuesta. En los grados de
educacion primaria, las formas de argumentos que hacen los estudiantes son a menudo
justificaciones empiricas ingenuas (naive).

En relacion con el tipo de razonamiento que se requiere para el Algebra Temprana,
Schliemann et al. (2011) mencionan la consideracién de premisas tacitas sobre las
situaciones problematicas que se plantean y la realizacion de generalizaciones
hipotéticas, resaltando su caracter no deductivo y la relevancia que tiene para la
formulacién de hipdtesis matematicas. EI foco de atencion de la investigacion se dirige
de las operaciones numéricas a las relaciones funcionales.

En la misma linea, Carraher, Schliemann y Schwartz (2013, p. 156) sostienen que

Cualquier enunciado aritmético puede ser considerado como una instancia particular de
un enunciado algebraico mas general y ser expresado como tal por medio de la notacion
de funciones. Toda situacidn que involucre a la aritmética proporciona una oportunidad
para pensar acerca de relaciones algebraicas.

Esto no significa que cada concepto o técnica aritmética sea evidentemente algebraico,
sino que se trata de nociones potencialmente algebraicas y que precisan del disefio de
actividades y de intervenciones docentes adecuadas para hacer visible el algebra que
esconden (Schliemann et al., 2011). En las situaciones problematicas que plantean
trabajan con cantidades indeterminadas. Estos autores reconocen que el éxito en la
introduccion del Algebra Temprana depende muchas veces del aprovechamiento
adecuado de la ambigiedad en las situaciones problematicas y que la eleccion del
concepto de funcion como puerta de entrada al trabajo algebraico posibilita articular un
gran conjunto de temas que de otra manera permanecerian aislados.
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Consideramos potente la idea que sostienen acerca de promover un tipo de practicas que
se vayan aproximando a lo algebraico, sin apresurar la aparicion de definiciones formales.
Creemos que una propuesta que persiga una reflexion critica sobre lo que se realiza,
revisando las normas y practicas que se venian utilizando hasta el momento (porque no
permiten dar respuesta cabal al problema) puede resultar significativa para los
estudiantes. Pensamos que un trabajo de este tipo, posicionado en la frontera de lo
aritmético y algebraico, genera “rupturas” en la actividad matematica que se despliega en
el aula (Sadovsky, 2003) que podrian favorecer la iniciacion al razonamiento algebraico
y la construccion del sentido de las nociones abordadas.

En relacion con la preocupacion por promover dicha construccion, Arcavi (2005) propone
las componentes mas importantes que conforman lo que denomina “el sentido de los
simbolos”. Planteamos a continuacion cada una de ellas de un modo sintético:

1- Amigabilidad con los simbolos: Supone la comprension de los simbolos y del
sentido estético de su poder. Especificamente, cuando y como los simbolos pueden y
deben ser usados para mostrar relaciones, generalidades y realizar demostraciones que
de otro modo permanecerian implicitas.

2- Capacidad para ‘manipular’ y ‘leer a través’ de expresiones simbolicas, COMO
aspectos complementarios en la resolucion de problemas algebraicos.

3- Conciencia de que uno puede disefiar de forma exitosa relaciones simbolicas que
expresen cierta informacion (verbal o grafica) dada o deseada.

4- Capacidad para seleccionar una posible representacion simbolica (elegir la
variable a la cual asignar un simbolo), y en ciertos casos, inclusive reconocer nuestra
propia insatisfaccion con esa seleccidn e ingeniarse para buscar una mejor.

5- Conciencia de la necesidad de revisar los significados de los simbolos durante la
aplicacion de un procedimiento, resolucion de un problema o inspeccion de un
resultado, y comparar esos significados con las intuiciones sobre los resultados
esperados y la situacion que plantea el problema.

6- Conciencia de que los simbolos pueden cumplir roles distintos en diferentes
contextos y desarrollar un sentido intuitivo de esas diferencias.

Somos conscientes de que las componentes que menciona este autor se deben trabajar en
forma progresiva a lo largo de la escolaridad y por lo tanto no aspiramos a considerar
todas ellas en nuestra secuencia de ensefianza. Pretendemos comenzar a trabajar la
componente 3 con las tareas disefiadas.

Para completar la descripcién de los aportes tedricos considerados, y dado el tipo de
trabajo que se genera en el aula a partir de las tareas propuestas, nos interesa revisar el
papel que representan las interacciones que se producen entre los sujetos durante el
trabajo en el aula de matematica.

Sadovsky (2005) afirma que “la calidad de los aprendizajes cobra mayor espesor cuando
se hace evidente que para avanzar hay que tomar decisiones de nuevo tipo, para las cuales
diferentes alumnos aportan distintos puntos de vista que es necesario zanjar” (pp.61-62).
Las decisiones intimas de cada estudiante se van nutriendo a través de las interacciones
que se promueven en el aula, tanto por parte de sus compafieros como por parte del
docente. De hecho,

un alumno pudo haber resuelto un problema sin poner en juego una perspectiva muy
general, pero una invitacion del docente a reexaminar de manera colectiva el problema
una vez resuelto, cambiando por ejemplo las condiciones de los datos y analizando qué
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aspectos permanecen y cudles se modifican, contribuye a modificar la posicion del
alumno y lo ayuda a instalarse en un proyecto mas general. (Sadovsky, 2005, p. 37)

Asimismo, consideramos significativo atender al rol que juegan las diferencias durante
las interacciones, es decir, los desacuerdos, las interpretaciones erréneas, las dudas que
surgen en clase durante los intercambios. Zack y Graves (2002) otorgan un papel
importante a los intercambios, y para su estudio recurren a la idea de alteridad de Bajtin
(2011). Esta idea hace referencia al rol que adquieren los enunciados individuales ajenos
en la experiencia discursiva de una persona. En efecto, este autor define a esta experiencia
como un:

proceso de asimilacion (mas o menos creativa) de palabras ajenas (y no de palabras de la
lengua). Nuestro discurso, o sea todos nuestros enunciados [...] estan llenos de palabras
ajenas de diferente grado de “alteridad” o de asimilacion, de diferente grado de
concientizacion y de manifestacion. (Bajtin, 2011, p. 51-52)

De esta manera, el autor manifiesta la no independencia de los enunciados durante el
didlogo. Plantea que “los enunciados no son indiferentes entre si ni son autosuficientes
sino que “saben” uno del otro y se reflejan mutuamente” (p. 54). Esta idea resulta central
para justificar nuestro interés por analizar de qué modo se construye el sentido de las ideas
matematicas durante los dialogos que se producen en el aula.

Otra idea significativa de este autor es la del rol activo del otro durante la comunicacion:

En efecto, el oyente, al recibir y entender el significado (linguistico) del discurso, al
mismo tiempo toma una posicion activa de respuesta con respecto a él: esta de acuerdo
con él (por completo o en parte) o no lo esta, lo completa, lo aplica, se dispone a su
gjecucion, etc.; y esta actitud de respuesta del oyente se forma durante el proceso de
escucha y comprension, desde su comienzo mismo, a veces literalmente desde la primera
palabra del hablante. (p.23)

La comprension del discurso, de acuerdo con Bajtin (2011), genera obligatoriamente la
respuesta, y por tanto el oyente se convierte en el hablante: “tarde o temprano lo
escuchado y activamente comprendido se manifestara en los discursos posteriores o en el
comportamiento del oyente” (p.24). Plantea que “nuestro pensamiento (filosofico,
cientifico, artistico) surge y se forma en el proceso de interaccion y controversia con ideas
ajenas, lo que sin duda se refleja en la forma de la expresion verbal de las propias™ (p.
56). Los aportes que realiza este autor sobre la forma en la que se nutre un enunciado
propio de los discursos ajenos y el modo en que se forma nuestro pensamiento
fundamenta la importancia de estudiar las interacciones en el aula para la construccion
del sentido.

PROPUESTA METODOLOGICA

Siguiendo a McMillan y Schumacher (2005), situamos nuestra investigacion bajo la
modalidad cualitativa interactiva, que consideramos como un estudio de caso. La
caracteristica interactiva alude al origen de los datos empleados, se refiere a “un estudio
en profundidad mediante el empleo de técnicas cara a cara para recoger los datos de la
gente en escenarios naturales” (p. 44). En nuestro caso en particular, la informacion se
obtiene de escenarios naturales puesto que observamos a los estudiantes y a la docente en
el aula durante la implementacion de la propuesta de ensefianza. Decimos también que se
clasifica como estudio de caso porque se trata de un “sistema definido” (séptimo grado
seleccionado) que se observa a lo largo de un periodo de tiempo (nueve clases en total de
una hora de reloj cada una aproximadamente).
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En el marco de la clasificacion de estudio de caso que plantea Stake (2007), nos
posicionamos en el caso instrumental porque nos encontramos ante “una cuestion que se
debe investigar” como es la iniciacion al trabajo algebraico a través del andlisis de
situaciones que relacionan dos variables y “consideramos que podemos entender la
cuestion mediante el estudio de un caso particular” (p. 16). Los sujetos de estudio son la
docente y los estudiantes del curso mencionado.

El caso bajo estudio constituye un séptimo grado de una escuela primaria de la ciudad de
Santa Fe (Argentina). La escuela cuenta con dos cursos de séptimo grado y el disefio de
la propuesta se llevo a cabo a través de un trabajo colaborativo con las docentes de ambos
cursos. Se implementaron las tareas en los dos cursos, pero en solo uno de ellos se registro
la informacion en torno a la cual se analizan los resultados de la investigacion. El curso
estaba conformado por 25 estudiantes de edad comprendida entre los 11 y los 12 afios.
Hasta el momento de implementar la propuesta no habian trabajado con gréficos
cartesianos ni con las nociones de variable, ecuacion y funcion. Al comienzo del afio
habian leido el texto “La gran incognita” (Alsina, Burgués y Fortuny, 1997) y realizado
una actividad, en el marco de un proyecto interdisciplinario, en la que cada estudiante
debia pensar y anotar una incognita (nimero del 0 al 9) en un papel para que sea hallada
por un compariero, mediante pistas que utilicen el lenguaje matematico.

En lo que concierne al modo de recolectar los datos para nuestro estudio, cabe destacar
que se grabaron en audio las reuniones previas con las docentes de los dos séptimos
grados y que durante el periodo de implementacion de la propuesta de ensefianza se
dispuso de dos observadores externos: una investigadora y una adscripta en
investigacion® que grabaron las interacciones que se producen, fotografiaron las escrituras
realizadas en el pizarron y recopilaron las producciones de los estudiantes. La docente del
curso fue la encargada de plantear las tareas y explicar lo necesario a los estudiantes. Las
observadoras no participaron de las interacciones producidas en cada clase.

Como método de analisis de datos hemos utilizado la codificacion, es decir, la revision
de un conjunto de datos (las transcripciones de clase y las producciones de los estudiantes)
con la finalidad de determinar patrones que describan caracteristicas particulares del
fendmeno estudiado (McKnight, Magid, Murphy, y McKnigt, 2000).

Algunos de los aspectos que tuvimos en cuenta al momento de realizar el analisis de las
transcripciones de clase y de las producciones de los estudiantes fueron las cuestiones que
el docente deja pendientes, que ignora, que retoma o realza durante la clase; los
intercambios durante momentos que fomentan la produccion de conjeturas y/o
elaboracion de argumentos; las caracteristicas de las practicas que se despliegan en
relacion con el trabajo mateméatico que se promueven con la propuesta y las
equivocaciones o interpretaciones erroneas que surgen durante los intercambios o
producciones de los estudiantes.

Descripcion de la tarea

Como hemos mencionado, en este articulo presentamos los resultados obtenidos en torno
a una tarea, enmarcada en una propuesta mas amplia que tiene como finalidad proponer
una via de entrada funcional al trabajo algebraico. Se trata de propiciar situaciones que
requieran del establecimiento de relaciones entre variables partiendo de los saberes
previos de los estudiantes y que permitan articular diferentes registros de representacion
(Duval, 2008).

! Alumna avanzada del Profesorado de Matematica de la UNL que realizé una pasantia en el proyecto de
investigacion.
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La mayoria de las tareas planteadas se enmarcan en un contexto que pretendemos que
resulte significativo para los estudiantes. Por este motivo, cobra especial relevancia el
trabajo colaborativo que realizamos con las docentes de los dos séptimos grados para el
disefio de las tareas, bajo el supuesto de que sus conocimientos acerca de las
caracteristicas del grupo de estudiantes elegido (y de nifios de esa etapa etaria en general)
enriquecen notablemente los aportes de las investigadoras. Las modificaciones que
proponen se vinculan especialmente con los contextos y complejidad de las tareas,
adecuandolas al grupo de estudiantes.

En la Tabla N° 1 presentamos la estructura general de la propuesta de ensefianza. Se divide
en dos bloques con objetivos diferenciados:

Tabla 1. Estructura general de la propuesta de ensefianza

Bloque Objetivos

A Introducir las nociones de pares ordenados y ejes cartesianos.
Interpretar gréficos.

Introducir el lenguaje algebraico.

Articular registros coloquial, simbolico, gréfico y tabular.

B

El Bloque A incluye en principio tareas ludicas para abordar las nociones de pares
ordenados y ejes cartesianos. Luego se presentan graficos que refieren a contextos
diversos (acordes con las caracteristicas de los estudiantes) para su interpretacion.

Segun Carraher y Schliemann (2020) la adopcion exitosa del algebra temprana se
relaciona con la fluidez con la que los docentes pueden desplazarse entre las
representaciones algebraicas y aquellas expresadas mediante el lenguaje coloquial,
diagramas, tablas de valores y gréaficos cartesianos. Esta afirmacion ha guiado el disefio

de las actividades del Blogue B.
£ ¢

Imagen 1: Soportes materiales para el
Problema de los gogos.

Este se inicia con el Problema de los gogos? y en este articulo presentamos un anélisis de
algunos resultados obtenidos durante su implementacion. Para introducir el problema, la
docente del curso muestra a los nifios dos cajas iguales que contienen la misma cantidad
de gogos (Imagen 1). Les explica que pertenecen a dos compafieros (Pablo y Juanjo,
sugieren los estudiantes) y que en el recreo anterior, Pablo gano tres gogos mas (que

2 Esta tarea es una adaptacion de un problema extraido de Carraher, et al. (2013).
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muestra a los nifios). A partir de esta introduccién les plantea a los estudiantes que
expresen lo que saben sobre el nimero de gogos que tiene cada nifio.

En dicha tarea (que justificamos en Kiener, 2015) se introduce el lenguaje algebraico
como herramienta para dar respuesta a la situacion planteada. La expresion simbdlica es
un modelo para representar la relacion entre las variables involucradas.

Una de las caracteristicas que vale la pena mencionar acerca del Problema de los gogos
es que pone de manifiesto el principio de necesidad de Sessa (2005). Su resolucion puede
iniciarse por estrategias aritméticas, pero las mismas no alcanzan para dar respuesta al
problema. Con este tipo de tareas pretendemos evitar el uso forzado del algebra en
problemas aritméticos (Buffarini, 2005; Oller Marcén y Meavilla Segui, 2014) para
promover el sentido de este dominio de la matematica, ausente en los tratamientos de
muchos libros de textos.

La tarea en cuestion hace referencia a una de las razones de ser del lenguaje algebraico:
representar con simbolos la relacién entre dos cantidades indeterminadas. Consideramos
que esta es una forma de iniciar un camino, en el nivel primario, que proyecte trabajar en
los niveles siguientes el algebra como herramienta de modelizacion y validacion, al modo
que lo plantea Buffarini (2005). Pretendemos trabajar en torno a la expresion en simbolos
de determinada informacion sobre la relacion entre dos variables y al mismo tiempo,
promover la comprension de los simbolos que intervienen y de la capacidad que tienen
para modelizar la situacion planteada, aludiendo a la tercera componente del sentido de
los simbolos de Arcavi (2005).

DESCRIPCION Y ANALISIS DE RESULTADOS

A continuacion, presentamos una transcripcion del fragmento de la clase en el cual la
docente enuncia el Problema de los gogos:

9. D: Juanjo, vamos a ponerle Pablo y Juanjo. . . que tienen la misma cantidad, y Pablo gané
tres gogos mas en el recreo. La pregunta es la siguiente, primero para pensarla cerramos la boca,
no digo lo primero que se me ocurre. Cierro un poquito la boca y pienso. Después si de pensarlo,
levanto la mano y digo mi opinién. ;Cuantos gogos tiene Pablo y cuantos gogos tiene Juanjo?
10.  José: ;Contando esos 0 no?

11.  Ladocente les llama la atencion para que no digan lo primero que se les ocurre. Vuelve
a leer el enunciado del problema.

12.  José: Pero no sabemos a quién le gand Pablo.

13. Al jYoyoyo!

14.  A2: No, no entiendo.

15.  Ladocente les dice que levanten la mano. Vuelve a repetir el problema.

16.  José: Capaz que le gand a Juanjo.

17.  Al: Claro, capaz que se los gand a Juanjo.

18.  AZ2: Pero pueden ser varias posibilidades.

19.  D: Bueno, a Juanjo no se los gané porque Juanjo sigue teniendo la misma caja con la que
vino a la escuela, que tiene la misma cantidad que la que tiene Pablo. Entonces a Juanjo no se
los gano.

20.  José: No los sacé de la mochila todavia.

21.  D: Entonces a Juanjo no se los gand. Bien, esa es una duda descartada. La pregunta es
¢ Cuéntos gogos tiene Juanjo y cuntos gogos tiene Pablo?

22.  José: iYo!

23.  A2: Ah, pero si no sabemos...

24.  D: Nadie me dice cantidades todavia, tienen que tener la mano levantada.

Se escucha alumnos hablando entre ellos (no dirigiéndose hacia la maestra)

25.  A3: ;Pablo es el que empezo por la derecha?

26. AS5: Dividiendo en dos...

27.  A3: ;Pablo es el que empezo por la derecha?
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28.  A4: Pueden ser muchas posibilidades. ..
Transcripcion 1. Frases 9-28 del Problema de los gogos

El enunciado del problema de los gogos da lugar a planteos diversos por parte de los
estudiantes. Uno de ellos parece realizar un célculo para determinar la respuesta al
problema: “Dividiendo en dos...” (frase 26, Transcripcion 1), pero no logramos
reconstruir su razonamiento. Otro alumno pregunta dos veces si la caja de Pablo es la que
comenz6 a circular por el lado derecho del aula “;Pablo es el que empezd por la
derecha?” (frases 25 y 27, Transcripcion 1). Estas intervenciones muestran que el
estudiante centra su atencion en los soportes materiales que acomparian al enunciado de
la situacion (cajas con gogos), en lugar de considerar los datos que aporta el problema.
La docente no responde el interrogante del alumno.

La primera estudiante que utiliza una respuesta de tipo aritmético es Ana. Esta estudiante
expresa que Pablo tiene 11 gogos y Juanjo, 8. La docente anota este resultado en una tabla
en el pizarrén (cuyas columnas son “Cantidad de gogos de Pablo” y “Cantidad de gogos
de Juanjo). Veamos los intercambios sucedidos en torno a esta respuesta:

29. D:[...]JA ver Ana:

30.  Ana:ll

31. D:¢Quién?

32.  Ana: Pablo.

33. D: Pablo tiene 11.

34.  AG6: ;Cuadl es el que empezo por el lado de José?

35.  D: Ehno, no porque como eran iguales las cajas pudo haber sido la de Pablo o la de Juan.
36.  AT7: Pero qué ¢tienen la misma cantidad?

37.  D: 11 tiene Pablo y ¢Juanjo? Shhh (dirige la pregunta a Ana)

38.  Ana: Ehh, 8.

Transcripcion 2. Frases 29-38 del Problema de los gogos

En este fragmento, un alumno consulta cual de los dos (si Pablo o Juanjo) es el que
empezo por el lado de José, haciendo referencia a las cajas de gogos que circulan (frase
34). La docente decide aclarar la situacion (frase 35). Otro estudiante pregunta si los dos
tienen las mismas cantidades (frase 36). La docente no responde a esta pregunta (quizas
porque no la oye) y continta interactuando con Ana primero, y luego con otros estudiantes
que proponen otras alternativas de soluciones (respuestas de tipo aritméticas). Durante
ese intercambio, José se dirige a su compafiero de banco y exclama: “;Ehh! ;De donde
sacaron esas cantidades?” (frase 45, Transcripcion de Clase 5, que no se incluye en estos
fragmentos). No se escucha ninguna respuesta a su pregunta.

La docente otorga la palabra a una alumna Ilamada Luciana que plantea si se puede tener
en cuenta el peso de los gogos (frase 58, Transcripcion 3). A partir de ese momento
comienzan a intervenir otros estudiantes.

58.  Luciana: ;Teniendo en cuenta lo que te parece que pesan?
59.  D: Vos tené en cuenta lo que quieras.

60.  Luciana: Porque por ahi puede tener uno mas que el otro.
61.  Nicolas: Perdon, porque hay gogos mas grandes que otros.
62.  Al: Son mas...

63.  A2: jDevuelvan las cajas!

64. D: Aver...

65.  José: Pero si no sabés cuantos tenian, no se puede.

66.  Al: Sise puede pero hay muchas posibilidades.

67. AIYo,Yyo..

68.  D: Si puede ser cualquier nimero.
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69.  Mariana: Y puede ser 80y 83.

70.  D: Esa es una posibilidad y dice Luciana ...

71. A: Yo, yo...

72.  Al: Al revés sefio, es 83 y 80 (no logramos identificar si se trata de Luciana)

73.  José: Sefo, es a tirarle a pegar?

74. D:Aja

75.  José: jAhh!

76.  A:Y si, son muchas posibilidades.

77. Al:Yoquierolly8no12y13.

78.  D: Esarriesgar.

79. D: Ehh, ¢al revés Lu? ;83 y 80?

80. A Yo, Sefio, jyo!

81.  D: Luciana..., yo no sé si escucharon. Luciana me pregunto si tenia que tener en cuenta
el peso. yo le dije que tuviera en cuenta lo que ella necesitara tener en cuenta. En principio en
los datos que yo les di no dije nada sobre el peso y un compafiero contesté que pueden ser algunos
mas pesados y otros mas livianos. El dato que yo les di es que tenian la misma cantidad.

Transcripcion 3. Frases 58-81 del Problema de los gogos

Podemos notar algunos aspectos interesantes que surgen a partir de la intervencion de
Luciana (frase 58). Por un lado, instala en la clase otro tipo de mirada sobre la situacion:
antes de arriesgar una respuesta aritmética, consulta acerca de una posible variable a
tener en cuenta (el peso de los gogos). Pareceria que Luciana se preocupa por establecer
cual es la variable a tener en cuenta para realizar su estimacion de manera acertada
(aunque la nifia no utilice el término “variable”).

Si pensamos en nuestro interes por desarrollar actividades de modelizacion con los
estudiantes, la intervencion de Luciana cobra especial relevancia porque apunta a qué
variables debemos tener en cuenta para dar una respuesta al problema (peso de los gogos,
tamafo de los gogos, tamafio de las cajas, etc.). Sin embargo, nos quedan algunas dudas
acerca de la naturaleza de su interrogante. Podria ser que la alumna se refiera a la
necesidad de utilizar la variable peso con algunos de los objetivos siguientes:

e para intentar acertar una respuesta particular (o mejorar la estimacion) a partir de
considerar un peso promedio de un gogo (sopesando las cajas, por ejemplo).

e paraindicar que hay varias posibilidades de solucion (considerando que los gogos
pueden tener distintos pesos).

e para mostrar que las cajas podrian diferir en la cantidad de gogos que contiene
cada una (asumiendo que deben tener el mismo peso, en lugar de la misma
cantidad).

A raiz de la segunda intervencion de la alumna “Porque por ahi puede tener uno més que
el otro” (frase 60, Transcripcion 3) podria estar refiriéndose al tercer aspecto que
mencionamos. No obstante, observamos que luego propone una solucién particular que
considera que las dos cajas contienen lo mismo. No podemos determinar con precision
de qué manera influye su atencion en el peso de los gogos en la respuesta que sugiere,
porque los valores que propone (80 y 83) no consideran, por ejemplo, el tamafio de las
cajas utilizadas.

Por otro lado, a partir de la intervencion de Luciana, otro estudiante (Nicolas) irrumpe
diciendo “Perddn, porque hay gogos mas grandes que otros” (frase 61, Transcripcion 3).
Su planteo puede interpretarse de diversas formas: podria querer demostrar su acuerdo
con el de su compafiera (aunque su discurso apunta a otra variable que es el tamafio de
los gogos) o podria estar proponiendo precisamente la consideracion del tamafio de los
gogos como una nueva variable a tener en cuenta, o bien unifica las variables
considerando que a mayor tamafio corresponde mayor peso, entre otras. La docente
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interpreta que el alumno se refiere al primer aspecto mencionado cuando dice: “un
compafiero contestd que pueden ser algunos mas pesados y otros mas livianos” (frase 81,
Transcripcion 3).

Entre las interacciones que se desencadenan a raiz del planteo de Luciana, vemos que
José insiste en su inquietud acerca de como se obtienen las respuestas aritméticas que
indican sus compafieros “Pero si no sabés cuantos tenian, no se puede” (frase 65,
Transcripcion 3). En un primer momento, un compariero le responde que pueden existir
varias posibilidades. La docente reafirma esta idea con una expresion que podriamos
cuestionar por falta de precision “Si, puede ser cualquier numero” (frase 68,
Transcripcion 3), pero también podemos interpretar desde su intencién de “no dar pistas”
para condicionar la resolucion de los estudiantes.

No obstante, José vuelve a intervenir mas adelante, pero esta vez dirigiéndose
directamente a la docente “Sefio, ¢es a tirarle a pegar?” (frase 73, Transcripcion 3). La
docente le responde afirmativamente y otro estudiante repite que pueden ser varias
alternativas de solucién. Creemos que José observa con preocupacion que del enunciado
del problema no se deducen directamente las respuestas que dan sus comparieros. Si bien
en el momento en el que ocurren las interacciones podria interpretarse que este alumno
no comprende qué es lo que hay que hacer, desde nuestro punto de vista, creemos que su
mirada es mas general que la del resto. Podria ser que perciba que el problema sélo
establece relaciones entre dos variables y este aspecto también nos interesa desde el
punto de vista de la modelizacion.

A continuacion analizaremos el modo en el que un alumno, Gerénimo, percibe que debe
revisar su respuesta al observar las de sus compafieros. Esto sucede mientras la docente
se encuentra escribiendo las respuestas particulares que le dictan algunos alumnos.
Consideremos el siguiente fragmento de lo sucedido en la clase:

83.  Gerdnimo: Sefio, yo calculé mal el mio ¢me lo podés borrar?
84.  D: A ver, ya vamos ya vamos, por supuesto... Si, Mariana.
85.  [...] (varios estudiantes indican respuestas aritméticas a la docente)

97.  D: Bien, ahi llego. Ger6nimo, ¢por qué vos decis que te equivocaste?

98.  Gerdnimo: Porque hice mal el célculo...

99. D:Aver...

100. Ger6nimo: Porque pensé que como decia que coleccionaron juntos, pensé que Pablo y
Juanjo hacian 5 y 5, entonces se sumaban... eran 10 y 3 que ganaba Pablo, hacian 13.

101. D: Bien, ¢Cudl es el tuyo?

102. Ger6nimo: 13y 5.

103. Todos: 13y 5.

104. D: Y por qué esto estd mal, entonces?

105. Geronimo: Porque...

106. D: ;Cuanto te tiene que dar?

107. A: Tienen que tener diferencia de 3.

108. Al: Porque ahi hay 8 cositos de diferencia.

109. D: Aja. (Eso es lo que estas diciendo, lo que dicen las chicas?

110. Ger6nimo: Si.

111. D: Bien, entonces ¢qué nimero tendria que escribir acd?

112.  Ger6nimo: 10.

113. Al: Esoes lo que iba a decir yo.

114. Varios: O cambiaria el otro.

115. D: ¢O? Déjenlo a Gerdnimo decidir porque él estd corrigiendo su posibilidad. A ver,
(0...?

116. (Silencio)

117. D: 136 10, esté bien eso. Sino lo que dicen las chicas es si vos dejas un 5 acé ¢ cuanto
tendrias que tener?
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118. Ger6nimo: Ah, 8.

119. Varios: 8.

120. D: Esaes la otra posibilidad. Porque como estan diciendo también la diferencia tiene que
ser ¢cuanto?

121. Varios: De 3.

122. D: ¢Quién dijo 11y 8?

123. Ana: Yo.
124. D: Ana. La diferencia ¢cuanto es?
125. Ana: 3.

Transcripcion 4. Frases 83-125 del del Problema de los gogos

Si centramos nuestra mirada en la explicacion que da el alumno sobre su razonamiento,
notamos que su primera respuesta (13 y 5) responde a una l6gica determinada y que podria
aceptarse como una posible interpretacion del enunciado del problema. Lo Unico que
podria cuestionarse es que indica esos valores para que la docente los complete en las
columnas que dicen Pablo y Juanjo (en ese orden).

Para este estudiante resulto clave la confrontacion de respuestas que se escribieron en el
pizarron. Sin las mismas, no podria haber identificado la suya como “diferente” de las
demas y, lo mas importante, no habria tenido la necesidad de revisarla y poner en palabras
su razonamiento. Este hecho concuerda con lo sefialado por Sadovsky (2005), en el
sentido de que los intercambios en torno a una determinada tarea nos invitan a considerar
la produccion propia como marco para confrontar, analizar y/o revisar otras resoluciones.

Retomando la explicacion de Geronimo, observamos en el fragmento anterior que
intervienen otras alumnas que hacen referencia a que la diferencia entre los dos valores
debe ser tres. Esto no significa que Gerénimo no se haya dado cuenta de esto (al momento
de corregir su respuesta) sino que, posiblemente, sus compareras se adelantaron en
explicitarlo. Aun asi, gracias a la intervencion de la docente, que desde el principio se
muestra decidida a que sea el propio autor el que explique por qué su respuesta es
incorrecta, el alumno logra explicar su razonamiento y realizar modificaciones para
corregir su respuesta. Cuando el estudiante debe dar una fundamentacion sobre su
produccion se enfrenta con lo que verdaderamente hizo o sabe y esto permite desplegar
lo individual (que muchas veces permanece oculto inclusive para el propio productor)
(Buffarini, 2005).

La intervencion de Geronimo relatada en el episodio anterior, no sélo posibilita poner en
palabras su interpretacion de la tarea sino que promueve una mirada mas general sobre
el problema porque ubica el foco de atencién en el valor constante de la diferencia entre
cada par de soluciones particulares. Al indicar publicamente que su respuesta es
incorrecta, provoca que el resto de los estudiantes intenten identificar el origen de esa
diferencia (Zack y Graves, 2002). Este cambio de actividad -ya no se trata de proponer
valores particulares sino de buscar la regularidad en la relacion entre los valores que estan
escritos en el pizarrén, qué es lo que tienen en comun- desemboca en que los nimeros de
cada par propuesto “tienen que tener diferencia de tres”. De modo que este aspecto
general (0 mas bien, relacional entre las dos variables) surge en el seno de la clase a raiz
de la intervencion de Gerénimo y no por solicitud de la docente. En todo caso, la maestra
aprovecha esta ocasion para hacer especial hincapié en el nuevo descubrimiento?,
buscando que aquellos que ain no lograron esta perspectiva mas general sobre el
problema se encaminen en esta direccién. Para ello, continda la clase retomando las otras

3 Hablamos de nuevo descubrimiento pero no quiere decir que todos los estudiantes perciban recién en este momento
que la diferencia debe ser tres, sino que destacamos el hecho de que lo que tal vez formaba parte del conocimiento de
algunos, se explicita y se propone como conocimiento comin para todos.
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respuestas que estaban en el pizarrén para que sus autores indiquen cuanto da la diferencia
entre los valores propuestos y que expliquen por qué sucede esto.

Luego, se discute en torno al modo de expresar la relacion entre el nimero de gogos de
Pablo y Juanjo. Para ello la docente recupera una intervencion de Luciana diciendo: “¢por
qué hay infinitas posibilidades? Yo escribi en el pizarron algo que dijo Luciana que es lo
que estamos pensando, cualquier numero podria ser.”, “;como podriamos entonces lo
que tiene Pablo y lo que tiene Juanjo sin pensar en un numero concreto, de qué manera?
(frases 198 y 200, Transcripcion de Clase 5 no incluida en este articulo). Un alumno
sugiere abrir la caja. La docente afirma que de ese modo se pueden contar, pero repregunta
de qué modo mateméticamente se puede escribir. Un estudiante irrumpe diciendo que con
la letra x u otra letra (antes de que la docente termine de preguntar). Veamos a
continuacion como se desarrolla el debate a partir de este punto:

202.  D: Abriendo... ahi contamos. Pero digo de qué [modo] matematicamente ...

203.  A: Con laletra x o otra letra.

204. D: Podemos usar una letra para eso.

205.  A: Laincognita.

206.  José: jx! Juanjo tiene x y Pablo tiene el mismo x que Juanjo mas tres.

207. D: jApa! A ver... jestas escuchando?

208.  A2:Si, jx mas tres!

209.  A3: Como las ecuaciones.

210. D: Pablo tiene x+ 3 dicen aca y Juanjo tiene x, ¢;estan de acuerdo?

211. Varios: Si!

212. D: (Si? Porque Pablo tiene tres gogos mas que Juanjo que tiene x. Muy bien. Otra
forma podria ser decir, como es cualquier niimero, que Pablo tiene...

213.  A: Laculpalatiene (inaudible) (en simultaneo con el discurso de la docente)

214. D: Podemos poner una n para sefialar el universo de los niUmeros mas tres y Juanjo
tiene n, ¢si?

Transcripcion 5. Frases 202-214 del Problema de los gogos

Tal como podemos observar en la transcripcion anterior, surgen en la discusion algunos
términos interesantes: incognita y ecuacion. En relacion con el primero de ellos, se puede
relacionar con el texto que habian trabajado con la docente (Alsina et al., 1997). En lo
que concierne al segundo, los estudiantes no abordaron el tratamiento de ecuaciones en
la escuela, pero quizas algunos de ellos reciben apoyo adicional para prepararse para el
examen de ingreso en el nivel secundario.

Respecto al surgimiento de una expresion simbolica para el nimero de gogos de Juanjo
y Pablo, notamos que José es el primero en lograrlo (frase 206, Transcripcion 5). La
docente refuerza su aporte llamando la atencion del resto de la clase y repitiendo lo que
dijo este alumno (frase 207, Transcripcién 5). Aunque algunos alumnos proponen la letra
X, la docente utiliza otra letra y sefiala: “Podemos poner una n para sefialar el universo
de los numeros mas tres y Juanjo tiene n, jsi?” (frase 214, Transcripcion 5)

No podemos afirmar que los estudiantes hayan comprendido la razén por la cual la
maestra escribe el nimero de gogos de cada uno como “n” y “n+3”, en lugar de utilizar
la letra “x” que habia surgido de ellos. Creemos que la decision docente se basa en la
planificacién de la tarea. Desde nuestro punto de vista, consideramos que no resulta
oportuno el cambio de letra en ese momento de la clase en la que el salto conceptual es
muy grande. Se pasa de indicar respuestas aritméticas a escribir en simbolos la relacion
entre la cantidad de gogos de los dos nifios. Ademas, interpretamos que la eleccion de los
nifios de la letra x se podria relacionar con la actividad sobre el texto “La gran incognita”

(Alsina et al., 1997). En ese caso, la letra representaba un nimero a develar.
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La clase continta con la discusion en torno al resultado de realizar x+3-x. Esta idea surge
de un estudiante, como podemos ver en el episodio siguiente:

216. Al: jSefio! x+3-x te da lo de... eh.. te da Pablo.

217. D: A ver...él dice x+3-x te da ¢qué?

218. Al: Pablo.

219. Varios: La diferencia.

220. D: Ahh y entonces ¢como se hallaria esto?

221, A2: 3!

222. A3: X menos ... X mas X menos...no, no.

223. José: Ah, tenés que saber...

224, D: La diferencia te va a dar ahi 0 4no?

225. José: Ah, jes que tenés que saber lo que vale x!

226. A: No jSefio!

227. D: (Cdémo hago la diferencia?

228. A2: jRestando!

229. Al: x-x-3 (en simultaneo con el discurso del estudiante anterior)

230. D: Ahh.

231. A3: Pero imposible...

232. A: A x le rests X... no, si a x+3 le restas x te da 3 (en simultaneo con el discurso del
estudiante anterior).

233. D: Aja. Bien, pero porque sé que es tres en este caso. Lo que estas diciendo vos

Nicolas es que x+3 que es lo que tiene Pablo (escribe en el pizarrén) menos x te va a dar igual a
3, que es la diferencia, ¢si? porque sé que es 3 la diferencia en este caso.

Transcripcion 6. Frases 216-233 del Problema de los gogos

En esta transcripcion observamos que algunos nifios parecen operar con una expresion
algebraica sin conocer las reglas formales del algebra. Inferimos que lo logran a partir de
establecer relaciones con el contexto. Por otro lado, en medio de los intercambios surgen
dos expresiones algebraicas equivalentes x+3-x y x-x+3 (frases 216 y 229, Transcripcion
6). La docente no trata esta cuestion en la clase.

DISCUSION DE RESULTADOS

Destacamos en este caso el papel que juega el discurso del otro en el punto de vista
personal. En los intercambios producidos en el aula en torno al Problema de los gogos,
José interviene buscando razones para poder entender coOmo estan razonando sus
comparieros sobre el problema para llegar a sus respuestas. A pesar de que partieron todos
del mismo enunciado, no todos lo interpretan de la misma manera. Se pone de manifiesto
en este caso que “un tipo de interaccion sostenida para el conjunto puede ayudar a los que
todavia no entraron en un cierto juego matematico, a construir una posicion de busqueda
de razones, necesaria para producir conocimiento” (Sadovsky, 2005, p. 89).

Los cuestionamientos de algunos estudiantes acerca de como se obtienen las respuestas
aritméticas que brindan sus compafieros manifiesta que posiblemente no estan
familiarizados con tareas de este tipo, donde aparentemente hay varias respuestas
posibles y no esta claro qué calculo realizan para obtenerlas. Este es el espacio en el que
se producen “rupturas” desde el punto de vista de Sadovsky (2003) entre las practicas
aritméticas y algebraicas. En este caso en particular creemos que el problema invita a
revisar algunas normas del trabajo matematico en el aula. Es probable que la accion de
elegir un namero, que se utiliza en esta primera parte del problema (se selecciona un
numero para la cantidad de gogos de Pablo y se halla la correspondiente cantidad de gogos
de Juanjo) no haya sido una accién frecuente para dar respuestas a problemas matematicos
en la experiencia escolar de estos nifios.
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A partir de la descripcion realizada notamos que aparecen enunciados, segin la
terminologia de Batjin (2011), de diferente naturaleza en torno a la situacion problematica
planteada por la docente. Segun las caracteristicas de cada una de ellas, proponemos las
siguientes categorias:

e De naturaleza concreta: incluimos en esta categoria a aquellas intervenciones de
los estudiantes que priorizan los soportes materiales (las cajas concretas con
gogos) por sobre los datos que aporta el problema. Por tal motivo, insisten en
poder distinguir cul es la caja de Pablo y cual la de Juan, en lugar de considerar
el dato de que tienen la misma cantidad.

e De naturaleza aritmética: adoptamos esta denominacion de Buffarini (2005) para
considerar aquellas respuestas que sefialan valores numéricos particulares para la
cantidad de gogos de Juanjo y Pablo, sin intentar explicitar las relaciones que
establece el problema.

e De naturaleza relacional- funcional: incluimos aqui a las intervenciones que
sugieren que el problema admite varias soluciones, a los cuestionamientos sobre
los modos de obtener las soluciones particulares y a las propuestas de variables a
considerar para resolver la situacion.

Estos distintos tipos de enunciados constituyen diferentes miradas que se dirigen hacia
un mismo fin (resolver la situacion) y que tienen lugar en el debate colectivo. Creemos
que los diversos aportes que se producen en esta clase invitan a revisar la interpretacion
personal del problema y en muchos casos, la enriquecen. Por ejemplo, los enunciados que
corresponden al tercer tipo (relacional-funcional) resultan mas interesantes, desde el
punto de vista matematico, que las dos primeras categorias (concreta y aritmética). Las
intervenciones que proponen variables a considerar o la indicacion de que existen muchas
soluciones podrian interpelar a aquellos alumnos que dan respuestas aritméticas o
concretas. EIl hecho de que haya compafieros que manifiesten razonamientos totalmente
diferentes al propio obliga al menos, a intentar comprender cdmo esté pensando el otro.

También sucede otro tanto en el sentido contrario: los cuestionamientos acerca del modo
de obtener las soluciones particulares no hubiesen tenido lugar si no hubiesen surgido
respuestas de este tipo. Por lo tanto, la divergencia de voces en el debate provoca el avance
colectivo en la busqueda de razones para lograr un criterio comun y resolver finalmente
la situacion. Tal como lo plantea Batjin (1986 en Zack y Graves, 2002) la diferencia sirve
como un mecanismo de pensamiento, dada la funcién dialégica del lenguaje que permite
el desacuerdo y las multiples voces. En nuestro caso particular, se muestra que la
heterogeneidad de puntos de vista contribuye a iniciar un camino para modelizar la
situacion.

En relacion con el papel del contexto en la tarea creemos que, por el hecho de resultar
familiar, contribuyd a que los estudiantes se involucren en la resolucion del problema. No
obstante, reconocemos que el contexto generd un conflicto al momento de discutir sobre
la cantidad de soluciones de la tarea. En ese caso, la docente opt6 por flexibilizar los
condicionantes que surgen de los soportes materiales que acompafaron al planteo del
problema (si no entran los gogos en las cajas, podemos colocar figuritas de esos gogos).
Sostenemos que reflexionar sobre la cantidad de soluciones manteniendo los soportes
materiales hasta el final genera otro tipo de trabajo matematico (interesante) sobre el
problema original.
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COMENTARIOS FINALES

Nos interesa sefialar algunas evidencias que encontramos en nuestro trabajo al analizar
las producciones orales y escritas de los nifios. En general, observamos que la tarea
disefiada favorecio el establecimiento de vinculos con contextos cercanos para los nifios,
y en algunos casos, la recuperacion de experiencias previas que tuvieron lugar dentro del
escenario escolar. Las caracteristicas de la tarea (y la gestion de la clase por parte del
docente) promovieron los intercambios entre nifilos sobre sus resoluciones e
interpretaciones de las consignas, dando lugar en varias ocasiones al surgimiento de
nuevos problemas y a la revision de la interpretacion personal de la tarea.

Los intercambios producidos en clase enriquecieron las discusiones y habilitaron la
posibilidad de abordar cuestiones que quizas no hubiesen tenido lugar en un trabajo
individual. Como sostiene Barwel (2016) el trabajo de los estudiantes con la docente en
torno a la tarea permite ampliar el repertorio de posibles formas de producir significado
en matematica.

Durante la puesta en comun del problema analizado, las interacciones contribuyeron a la
evolucion de las estrategias, desde practicas aritméticas a practicas algebraicas,
favoreciendo la atribucidon del sentido al uso de las letras para expresar una relacion entre
dos variables, promoviendo la tercera componente del sentido de los simbolos (Arcavi,
2005). El problema genera la posibilidad de que los estudiantes se formulen preguntas y
busquen explicaciones, condiciones que consideramos centrales para un trabajo
matematico en el aula que permita atribuir sentido al lenguaje algebraico.

Consideramos interesante el estudio de la implementacion de actividades de
modelizacion, atendiendo a las interacciones entre los diferentes actores, a la gestion de
la clase por parte del docente y al surgimiento de nuevos interrogantes a partir del
problema inicial. En relacion con el modo de proponer el trabajo sobre la frontera
aritmético-algebraica, creemos que el trabajo en torno al establecimiento de relaciones
entre variables y la utilizacion de soportes materiales promueve algunas caracteristicas de
la perspectiva Algebra Temprana y hace uso del principio de necesidad (Sessa, 2005)
para introducir el lenguaje algebraico.

En lo que concierne al analisis de la implementacion de la tarea, entendemos que se puede
profundizar desde otras miradas, como puede ser la de docentes y estudiantes mediante
la realizacion de entrevistas. Esto resultaria un insumo significativo para el estudio,
afladiendo una mirada posiblemente diferente de la propuesta por las investigadoras.
Dejamos pendiente este desafio para un estudio futuro.

Consideramos que este trabajo se convierte en un punto de partida para generar estudios
que profundicen en la tematica elegida: la construccion de sentidos en la introduccion al
trabajo algebraico mediante el establecimiento de relaciones entre variables.
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Resumen

Se presentan tres problemas de Trigonometria plana que fueron propuestos o
resueltos en inglés por el marino y matematico espafiol Pedro José Rodriguez
Riola en un diario matematico neoyorquino. Se han disefiado asimismo un
conjunto de actividades de ensefianza y aprendizaje que se apoyan en ellos y
cuyos destinatarios son el estudiantado de Bachillerato bilingte.
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Abstract
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PEDRO JOSE RODRIGUEZ RIOLA: DATOS BIOGRAFICOS!

Pedro José Rodriguez Riola nacié en Mahon (Menorca) el 30 de mayo de 1802, afio en
que Menorca se incorpord definitivamente a Espaiia?.

Hijo de Pedro Rodriguez Prats® y Agueda Riola Rosas, cursé los estudios de nautica y
lenguas extranjeras en la academia privada que dirigia su padre.

En 1818, con dieciséis afios de edad, inicio las practicas de navegacion con una serie de
viajes por el mar Negro en barcos mahoneses que se dedicaban al transporte de trigo.
Finalizada esta etapa de formacion, obtuvo el titulo de piloto mercante en 1825.

Al afio siguiente Rodriguez fue admitido como profesor de Matematicas e idiomas de los
guardiamarinas en el buque norteamericano North Carolina, fondeado en el puerto de
Mahon, al mando del Comodoro John Rodgers.

En 1827 se traslado a los Estados Unidos para ejercer como profesor de guardiamarinas
en la Academia de N4utica del Departamento de Gosport (Virginia).

Publicé los dos tratados siguientes:

e Elements of Spherical Trigonometry; designed as an introduction to the study of
Nautical Astronomy (1829)*.

e Tables for determining the latitude at sea, by an altitude, the Polar Star. Observed
at any distance from the meridian (1830).

Los Elementos de Trigonometria esférica se dirigen a los jovenes guardiamarinas
estadounidenses, ocupan veinticuatro paginas, contienen veintiuna figuras y se
estructuran los ocho capitulos siguientes (Comas Roqueta, 2015):

Cap. I. Circulos y angulos en la esfera.

Cap. II. De los triangulos esfeéricos.

Cap. Ill. Triangulos rectangulos.

Cap. V. Resolucion de triangulos rectangulos esféricos.
Cap. V. Resolucion de triangulos oblicuangulos.

Cap. VI. Ejemplos de resolucion de triangulos esféricos.
Cap. VII. De los triangulos indeterminados.

Cap. VIII. De los triangulos cuadrantaless.

! Para redactar este apunte biografico hemos consultado los autores siguientes: Joaquin Maria Bover y
Rossellé (1842, 1868 y 1878), Flaquer (1957) y Comas Roqueta (2015).
2 Durante el siglo X V111, hasta su incorporacion definitiva a Espafia en 1802, la historia de Menorca transitd
por las cinco etapas siguientes:

Primera dominacion britanica (1713 — 1756).

Dominacién francesa (1756 — 1763).

Segunda dominacion britanica (1763 — 1782).

Dominacién espafiola (1782 — 1798).

Tercera dominacion britanica (1798 — 1802).
% Pedro Rodriguez Prats llegé a ser director y profesor de nautica y dibujo de la Escuela de Nautica de
Mahon (1855 — 1869). Muri6 en 1857.
4 Un ejemplar de dicha obra se conserva en la New York Public Library.
® Se llaman asf a los triangulos esféricos algunos de cuyos lados son cuadrantes de circunferencia.
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1829,

El opusculo Tables for determining the latitude at sea, by an altitude, the Polar Star.
Observed at any distance from the meridian se desarrolla en doce paginas, y contiene tres
tablas (con las formulas utilizadas para construirlas) para calcular, tal como sefiala el
titulo de la obra, «la latitud en el mar mediante la altura de la estrella Polar observada a
cualquier distancia del meridiano». En esta obrita Rodriguez cita a Gabriel Ciscar®
(Comas Roqueta, 2015).

También colabor6 en The Mathematical Diary: containing new researches and
improvements in the Mathematics; with collections of questions proposed and resolved
by ingenious correspondents (Vol. 1, 1828 — 1832) y publicd el articulo On the
observations of Comets en la revista The American Journal of Science and Arts (Vol. 16,
1829).

Dejo inédito un tratado de Astronomia Nautica.

Pedro José Rodriguez Riola fallecié el 14 de octubre de 1838 y fue enterrado en
Porstmouth (Virginia).

® El marino, matematico y fisico valenciano Gabriel Ciscar y Ciscar naci6 en Oliva (ca. 1760) y murié en
Gibraltar (1829).
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RODRIGUEZ RIOLA Y THE MATHEMATICAL DIARY [TMD]

Las colaboraciones del marino mahonés en el diario TMD se incluyen en su segundo
volumen y se reducen a:

[1] La resolucion del problema de trigonometria plana propuesto por
William H. Sidell”:

Construir un triangulo si se conoce su base, la diferencia de los cuadrados
de sus lados, y la suma de las tangentes de los angulos de su base (p. 83).

[2] La proposicion del problema de trigonometria plana®:

En un tridngulo plano ABC, dado el angulo A, su lado opuesto BC, y el
producto de los otros dos lados, encontrar la expresion analitica del valor
del angulo C (p. 104).

[3] La proposicién del problema de trigonometria plana:

Encontrar un angulo tal que su seno sea la mitad de la tangente del angulo
doble (p. 104)°.

[4] La resolucion del problema de integracion propuesto por J. Thompson de la
Universidad de Nashville (Tennessee)™°:
2
La integral de —= & _ se suele calcular mediante el arco circular.
(a®-x?)2
Calculese mediante el area circular. También se pide el valor de dicha
integral cuando x =a y cuando x =0 (p. 129).

[5] La resolucion de un problema relativo al calculo de la altitud del lugar,
propuesto por Outyoov (p. 135).

Dado el caracter elemental de este articulo y la tipologia de los contenidos que se incluyen
en los programas actuales de Matematicas de Bachillerato, nos limitaremos a estudiar los
problemas cuyos enunciados hemos ofrecido en [1], [2] vy [3].

La resolucion de Rodriguez al problema propuesto por William H. Sidell**
EL ENUNCIADO DEL PROBLEMA

Construir un tridngulo si se conoce su base, la diferencia de los cuadrados de sus lados, y
la suma de las tangentes de los angulos de su base.

LA RESOLUCION DE RODRIGUEZ*2
Representemos los lados AB y BC del tridangulo por m y n, respectivamente.

Sea AC = Db la base, y AD = x uno de los segmentos en los que la perpendicular BD divide
a la base.

Sea s la suma de las tangentes de los angulos Ay C, y d la diferencia de los cuadrados de
los lados.

" Ofrecemos la adaptacion al castellano del enunciado del problema de Sidell.

8 Ofrecemos la adaptacion al castellano del enunciado del problema de Rodriguez Riola.

® Ofrecemos la adaptacion al castellano del enunciado del problema del marino mahonés.

10 Ofrecemos la adaptacion al castellano del enunciado de dicho problema.

11 Ofrecemos la adaptacion al castellano de la resolucion de Rodriguez Riola.

12 para seguir el discurso del marino menorquin, hemos incluido una figura que no aparece en el texto
original.
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N
O
v

Entonces, se tiene que:

m? —x? =n?—(b—x)? ; m?—n?=2bx—b?
Yy, por consiguiente,
x_d+N
2b

)
También se tiene que:
x tgh = (b—x)tgC (14)

Sustituyendo en esta ecuacion los valores de x y de tgA = s — tgC, resulta:

d+N( (a0 = (b d + b? raC
2p © YT T

Por tanto:

LaC = d + b?
g~ =5\ "p2

13 En el tridangulo rectdngulo ADB se tiene que:
m? = BD? + x2 = BD?2 = m2 — x2
En el tridngulo rectangulo CDB se tiene que:
n? =BD? + (b — x)? = BD? =n? — (b — x)?
Por tanto:
mP—x?=n?-—(b—-x)P=>m?*—-n*=x*-(b-x)?%=
=>m?—n?=x?—- (b?+x%-2bx) >
m? —n? + b?

=>m2—n2=2bx—b2:x=T:
. _d+Db?
T2

14 Sabemos que:
BD

BD
tgA = X y th—b_x
Entonces:
BD = xtgA y BD = (b—x)tgC
Por tanto:
xtgA = (b — x)tgC
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Los problemas propuestos por Rodriguez
En el Mathematical Diary el marino balear propuso los dos problemas siguientes:

1. En un triangulo plano ABC, dado el &ngulo A, su lado opuesto BC, y el
rectangulo de los otros dos lados, encontrar la expresion analitica del valor del
angulo C.

2. Encontrar un angulo tal que su seno sea la mitad de la tangente del angulo
doble.

El diario recibid tres soluciones al primero (Francis Sherry, John M. Will, Patrick Lee) y
dos al segundo (John Swinburne, Enoch Lansing y J. C. Jones).

Ofrecemos las adaptaciones al castellano de las soluciones de Patrick Lee y Swinburne.
LA SOLUCION DE PATRICK LEE AL PRIMER PROBLEMA?®

A

C a B

Sean BC =a, AB =c y AC = Db. Entonces, por Trigonometria, se tiene que:
b? + ¢? — a?

— 16
cosA b (1)

Por tanto:
cosA X 2bs = b?> + c¢? — a? y (cosA X 2bs) + a? = b? + ¢?
Entonces, sumando 2bc a los dos miembros de la segunda igualdad, se tiene que:

(cosA X 2bs) + a? + 2bc = b? + c? + 2bc

Luego:

b+c =\/(cosAx2bs)+a2+2bc

Del modo similar, restando 2bc, resultara:

b—c= \/(cosA X 2bs) + a? — 2bc (17)

15 Para seguir el discurso de dicha resolucién, hemos incluido una figura que no aparece en el texto original.
16 Por la «férmula del angulo opuesto a un angulo agudo», se tiene que:
b% + ¢ —a?
2bc
17 En el texto original se comete un error cuando se escribe b — ¢ = \/(ZcosA X 2bs) + a? — 2bc
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En consecuencia, b y ¢ se pueden determinar facilmente.
Por consiguiente,
c a’ + b? —c? (1)
cosU=——
2ab

también se puede determinar.

LA SOLUCION DE JOHN SWINBURNE AL SEGUNDO PROBLEMA
Sea ¢ el &ngulo.

Entonces:
1
seng = Eth(p
Ademas:
tgp
senp = ——— 19
J1+tg?e ()
2tgo
‘920 =117
Por tanto, por sustitucion, se tiene que:
tgp  _ tge (20)

J1+tg2e C1-tg?e

De aqui se obtiene que tge = V'3, de donde ¢ = 60° 0 ¢ = 120°.

ACTIVIDADES DE TRIGONOMETRIA PLANA PARA UNA ENSENANZA
BILINGUE DE LAS MATEMATICAS

En la seccion precedente hemos prestado atencion a tres problemas de Trigonometria
plana que fueron propuestos o resueltos en inglés por el marino y matematico espafiol
Pedro José Rodriguez Riola en un diario matematico neoyorquino

Atendiendo a la nacionalidad del autor y teniendo en cuenta el idioma en que escribi6 sus
trabajos matematicos, nos parece pertinente disefiar un conjunto de actividades de

18 Por la «férmula del angulo opuesto a un angulo agudo», se tiene que:
2 + b2 _ C2

2 — 42 2 — a
c“=a*“+b*—2ab-cosC=cosC =——

2ab
En el texto original se comete un error cuando se escribe:
Ao a? + b? — c?
coSA = 2ab
19
tgp _ senp/cosp  senp/cosp
— = = =
V1+igie \/ sen?@ \/sen2<p + cos?¢
cos“¢ cos“q
__seng/cosp _ senp/cosp
B 1 "~ 1/cosp seng
cos?p
20 En el texto original se comete un error cuando se escribe:
tgp  1-tgp

J1+tg?e tge
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enseflanza y aprendizaje que se apoyen en los antedichos problemas y se dirijan a los
alumnos de Bachillerato bilingtie.

Actividad 1. Un marino mahonés

La placa anterior da nombre a un pasaje del barrio de Les Corts, que la ciudad de
Barcelona dedica al marino y matematico mahoneés Pedro José Rodriguez Riola.
Busca en INTERNET los datos biogréaficos de dicho personaje.

AYUDA: Puedes consultar la obra Biblioteca de escritores menorquines (1878) de
Joaquin Maria Bover y Rossello, disponible en Google Books.

Actividad 2: Un problema de Trigonometria plana

Pedro José Rodriguez Riola colaboro en el diario matematico The Mathematical Diary
que se publicaba en New York.

En el volumen Il de dicha publicacion cientifica, el marino y matematico mahonés
resolvio el siguiente problema de trigonometria plana propuesto por William H. Sidell:

QuesTtion XIL (165.)—Mr. William H. Sidell.

The base, difference of the squares of the sides, and the
sum of the tangents of the angles at the base being given,
to construct the triangle.

Traduce el enunciado anterior y resuelve el problema que se propone en él.

Actividad 3: La resolucion de Pedro J. Rodriguez
La resolucion ofrecida por Rodriguez al problema de Sidell es la siguiente:
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Secorp SoruTion.—By Mr. P. J. Rodriguez, Gos-

port, Virg.

Let the sides AB and BC be represented by mand n
respectively, the base AC = &, one of the segments AD of
the base, made by the perpendicular BD, equal to z, the sum
of the tangents of the angles A and C = s, and d the dif-
ference of the squares of the sides. Then on account of
the perpendicular BD, we have

m—gz® = ni—(b—2z)?; ;. m'—n' = 2bx—b’,
db?

and consequently, x = 5
We have also z tan 4 = (b—x) tan C,
Substitating in this equation the values of x and of tan

. = 3 —tan C, we have
cf_-;fi: (l - tan C) = (I;-— d+b )tan C;

26
d+-b?
26")'

hence, tan C = l(

[a] Traduce el texto de Rodriguez

[b] Deduce razonadamente la expresion m? — x2 = n2 — (b — x)?.

i i - : d+b?
[c] A partir de la expresion anterior deduce que x = >

[d] Deduce razonadamente la igualdad xtgA = (b — x)tgC.
[e] Apoyandote en la resolucidn de Rodriguez, ¢cémo se construye el triangulo ABC?
[f] Compara tu resolucién con la del marino mahonés.

Actividad 4. El primer problema propuesto por Rodriguez

Pedro J. Rodriguez propuso en el Mathematical Diary el siguiente problema de
Trigonometria plana:

QuesTion IX. (184.)—By Mr. . J. Rodriguez.

In a plain triangle ABC, given the angle A, its opposite side
BC, and the rectangle of the other two sides, to find the analyti-
cal expression of the value of the angle C.

Traduce el enunciado anterior y resuelve el problema que se propone en él.
AYUDA: La expresion «the rectangle of the other two sides» equivale a decir «el
producto de los otros dos lados».

Actividad 5: La resolucion de Patrick Lee

Patrick Lee, de New York, remiti6 al diario matematico neoyorkino la solucion siguiente:
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THirD SovuTioNn—By Mr. Patrick Lee, New-York.

Let BC=a, AB=c, and AC=b; then, per Trignometry,
_bye—a,
2be

freeing fr;m frbacliuua, we get
c0s. A X 2be=b24 c?—a?, and cos. A ¥ 2bct-a’=b-}- ¢,
add 2bc to both, and ;r;_e get XSt +
cos. A X2be4-a?4-2bc=>024-2bc4-¢?; therefore
o b4-c=4/(cos. A X2c4a24-2bc):
and in like manner, by subtracting 2bec, we shall get
b—c=1,/(2 cos. A X 2bc}-a*—2bc) ;
consequently, b and ¢ may be easily found. Hence cos. A=

2 2
a——'!;z;'f, is also given.

[1] Traduce el texto de Patrick Lee.
b%+c?-a?

[2] Deduce razonadamente la formula cosA = oo

[3] ¢Hay algun error en la resolucion del matematico neoyorquino?
[4] Compara tu resolucion con la de P. Lee.

Actividad 6: El segundo problema propuesto por Rodriguez

Pedro J. Rodriguez también propuso en el Mathematical Diary el siguiente problema de

Trigonometria plana:

QuezsTion X, (185.)—By the same.

To find an arc such, that its sine be half the tangent of
twice that arc.

Traduce el enunciado anterior y resuelve el problema que se propone en él.

Actividad 7: La resolucion de John Swinburne

John Swinburne, de Brooklyn, remitio al Mathematical Diary la resolucion siguiente:

FrrsT SoLuTion—By Mr. John Swinburne, Brooklyn.
Let ¢ be the arc; then, by the question,
sin. =1 tang. 2¢.
tan. @ 2tang. @

Butsin. =—_—-"" __, and tang, 2p=="""5'%
2/ 1--tan.?p and tang. 2¢ 1—tan,2p ’

tangt @ _]_tm.w .

V1+tanp tang. @ '’
this equation being reduced, gives tang.¢=4/3; whence p=60°
or 120°, the arc required.

therefore, by substitution,
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[a] Traduce el texto de John Swinburne.

4 _ _tge

[#] Deduce la formula seng = Tirits

[v] ¢Hay algln error en la resolucién anterior?

[6] Compara tu resolucion con la de J. Swinburne.

CONSIDERACIONES FINALES

Las actividades de ensefianza y aprendizaje que hemos propuesto en el paragrafo anterior
(inspiradas en tres problemas de Trigonometria plana resueltos o propuestos por un
marino y matematico mahonés del siglo XIX y dirigidas a los alumnos de Bachillerato
bilingue) pueden ayudar a los profesores y alumnos de dicho nivel educativo en la
consecucioén de algunos de los objetivos historico-didacticos que se detallan en el cuadro
siguiente:

OBJETIVOS HISTORICO-DIDACTICOS

PROFESORES

ALUMNOS

Poner al alcance de los alumnos textos
matematicos de otros tiempos.

Propiciar la consulta de textos de Matematicas
escritos en lenguas extranjeras.

Trabajar con textos matematicos redactados
en inglés por profesores espafioles de otras
épocas.

Animar a los alumnos a que, utilizando las
herramientas apropiadas, reconstruyan la
biografia cientifica de algunos matematicos
espafioles que no figuran en la némina de
«matematicos famosos».

Descubrir datos biogréaficos de matematicos
espafioles poco conocidos (salvo para los
investigadores), utilizando la bibliografia y las
herramientas tecnoldgicas necesarias.

Valorar la aportacion de los matematicos de
segunda fila a la comunicacion y transmision
de conocimientos matematicos elementales.

Introducir en los programas de Matematicas
de las distintas autonomias del Estado Espafiol
materiales didacticos inspirados en las obras
cientificas de «autores locales».

Poner de manifiesto la importancia de las
revistas matematicas en la comunicacion y
transmision de conocimientos.

Poner a disposicion de los alumnos las
resoluciones propuestas a algunos problemas
matematicos elementales por matematicos
profesionales.

Aprovechar dichas resoluciones para el disefio
de actividades de ensefianza y aprendizaje
dirigidas a sus alumnos, que propicien en ellos
la capacidad de andlisis.

Analizar resoluciones ajenas a problemas de
Trigonometria plana y compararlas con las
propias.
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