YTatematicas,
Educacion y

Sociedad

ISSN: 2603-9982
Matematicas, Educacion y Sociedad

htip://mesjournal.es/
editor@mesjournal.es




Vol 5 No 1 (2022): Matematicas, Educacion y Sociedad

La Teoria de los Conceptos Figurativos y GeoGebra: el concepto y la
visualizacién en geometria dinamica

Renata Teofilo de Sousa, Francisco Régis Vieira Alves, Maria José Aratjo Souza
1-17

¢Qué conocimientos necesita el profesorado de Educacion Infantil

para enseinar matematicas?
Angel Alsina, Rosa Delgado-Rebolledo

18-37

Caracterizacion de funciones lineales inversas. Un estudio de casos
basado en una experiencia de aprendizaje

Danellys Vega-Castro
38-57



Teofilo de Sousa, R., Vieira Alves, F. R. y Aradjo Souza, M. J. (2022). La Teoria de los

‘YD 86 Conceptos Figurativos y GeoGebra: el concepto y la visualizacion en geometria dinamica.
Matemaéticas, Educacion y Sociedad, 5(1), 1-17

ISSN: 2603-9982

LA TEORIA DE LOS CONCEPTOS FIGURATIVOS Y
GEOGEBRA: EL CONCEPTOY LA VISUALIZACIONEN
GEOMETRIA DINAMICA

Renata Teofilo de Sousa, Instituto Federal de Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceard, Brasil
Francisco Régis Vieira Alves, Instituto Federal de Ciéncia e Tecnologia do Estado do Cear4, Brasil
Maria José Araujo Souza, Universidade Estadual Vale do Acarad, Brasil

Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar la resolucion de una pregunta de
Olimpiada Matematica sobre el area de figuras planas utilizando el software
GeoGebra, observando el razonamiento geométrico y las relaciones
establecidas entre concepto e imagen por los estudiantes, con base en la Teoria
de los Conceptos Figurativos. La metodologia utilizada en este trabajo fue el
estudio de caso, buscando observar y describir las estrategias y dificultades de
los estudiantes en su resolucion. Para este estudio se realizd una reunion virtual
en la plataforma Google Meet, debido a la pandemia COVID-19, con un grupo
de 20 estudiantes de segundo afio de secundaria. Como resultado, el problema
planteado en el estudio se logra resolver mediante la exploracion de la
visualizacion y manipulacion dentro del entorno del software GeoGebra.

Palabras clave: Teoria de los Conceptos Figurativos; Geometria Plana;
GeoGebra; Razonamiento geométrico; Visualizacion.

The Theory of Figural Concepts and GeoGebra: concept and
visualization in Dynamic Geometry

Abstract

The objective of this work is to present the resolution of a Mathematical
Olympiad question on the area of flat figures using the GeoGebra software,
observing the geometric reasoning and the relations established between
concept and image by the students, based on the Theory of Figural Concepts.
The methodology used in this work was the case study, seeking to observe and
describe the strategies and difficulties of students in their resolution. For this
study, a virtual meeting was held on the Google Meet platform, due to the
COVID-19 pandemic, with a group of 20 students from 2nd year high school.
As a result, the problem raised in the study is solved by exploring visualization
and manipulation within the GeoGebra software environment.

Keywords: Theory of Figural Concepts; Flat geometry; GeoGebra; Geometric
reasoning; Visualization.
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INTRODUCCION

La geometria, como rama de las matemaéticas, también utiliza el razonamiento 16gico-
deductivo. Sin embargo, en diversas situaciones que conciernen a la comprension de sus
conceptos, aspectos cognitivos como la intuicion, la imaginacion creativa e incluso el uso
de herramientas graficas y digitales que abordan sus caracteristicas no son adecuadamente
explorados en el proceso de construccién del conocimiento, aun sabiendo que el
tratamiento de las figuras geométricas obedece a un sistema axiomatico previamente
establecido.

La visualizacion geométrica y comprension de las entidades geométricas con el fin de
relacionarlas con el mundo que nos rodea, asi como las dificultades que presentan los
estudiantes, ha sido objeto de estudios y varios autores ya han desarrollado trabajos sobre
el tema, como Fischbein (1993), Pais (1996), Gutiérrez (1992), Alves, (2019), Costa
(2020), entre otros.

Fischbein (1993), en su trabajo The Theory of Figural Concepts (La Teoria de los
Conceptos Figurativos) sefiala que la geometria utiliza entidades mentales, las Ilamadas
figuras geométricas, que tienen caracteristicas conceptuales y figurativas. Es decir, para
entender la Geometria a partir de estas entidades mentales, uno debe entender la
asociacion entre tales caracteristicas. Costa (2020, p. 153) refuerza que “el elemento de
la imagen estimula nuevas orientaciones del pensamiento geométrico, pero existen
restricciones ldgicas y conceptuales que controlan el rigor formal del proceso”.

Es un hecho que muchos estudiantes, al enfrentarse a problemas de Geometria, en general,
presentan dificultades, ya que la construccién del razonamiento geométrico requiere que
se establezca una relacién entre definicion e imagen mental a varios conceptos previos, y
no de manera fragmentada, con el mero uso de formulas, algoritmos o teoremas
prefabricados y retenidos en la memoria del individuo (Becker, 2009; Leivas y Cury,
2010; Lorenzato, 1995; Pavanello, 1993; Fonseca et al., 2001). La relacion entre concepto
e imagen, en este punto, se vuelve fundamental para la construccién del razonamiento en
Geometria.

En este sentido, se buscd desarrollar habilidades para la construccién del razonamiento
geométrico de los estudiantes, a través del aporte del software GeoGebra como facilitador
del proceso de comprension de la Geometria, siendo un aporte a la visualizacion y
percepcion.

GeoGebra es un software de acceso libre y es un recurso que se suma al aprendizaje del
alumno y a la metodologia del docente, siendo eficiente en la presentacion de contenidos
de asimilacién compleja. El entorno GeoGebra permite la visualizacion y manipulacién
de sus elementos y construcciones. Segun Alves y Borges Neto (2012), la exploracién de
GeoGebra como instrumento tecnoldgico permite visualizar situaciones inimaginables,
cuando se restringe al lapiz y el papel. Por lo tanto, el software tiene el potencial de
estimular la intuicion y el razonamiento geométrico del estudiante, permitiendo la
deduccidn y la interaccion a través de la experimentacion del contenido.

De lo anterior, la pregunta es: ;,como podria GeoGebra posibilitar la comprensién de
cuestiones relacionadas con la geometria plana, trabajando la relacién entre concepto,
imagen y concepto figurativo para el desarrollo de la visualizaciébn geométrica en el
alumno?

Para responder a esta pregunta, el objetivo de este trabajo es presentar la resolucién de
una pregunta de Olimpiada Matematica sobre el area de figuras planas utilizando el
software GeoGebra, observando el razonamiento geométrico y las relaciones establecidas
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entre concepto e imagen por los estudiantes, con base en la Teoria de los Conceptos
Figurativos, para ayudarlos a desarrollar una vision méas amplia de la geometria, en un
enfoque no tradicional.

Para lograr el objetivo de este trabajo, la metodologia adoptada fue la investigacion
cualitativa, del tipo estudio de caso, con el fin de observar los experimentos y analizarlos
desde la perspectiva de la Teoria de los Conceptos Figurativos, de Efraim Fischbein.
Segln Yin (2001), los resultados de un estudio de caso poden ser utilizados para probar
una teoria bien formulada, ya sea para confirmarla, para refutarla o incluso para ampliar
las discusiones sobre esta teoria.

La observacion se realizd con un grupo de veinte estudiantes de segundo afio de
secundaria (16-17 afios) de una escuela publica en el estado de Ceard, Brasil, en un
encuentro virtual sincroénico, utilizando la plataforma Google Meet, debido al escenario
de la pandemia del Nuevo Coronavirus (COVID-19). La recoleccion de datos se realiz6
a través de registros fotogréaficos de los estudiantes, grabacion de la reunion y grabacion
de los didlogos que tuvieron lugar en la plataforma de chat.

Con base en lo anterior, los siguientes apartados traen la relacion entre la visualizacion
geométrica desde la perspectiva de los autores antes mencionados y GeoGebra, una
profundizacion de la Teoria de los Conceptos Figurativos, los procedimientos
metodoldgicos, resultados y discusion, asi como las consideraciones de los autores.

MARCO TEORICO
Visualizacion geométrica y GeoGebra

En este apartado se discute el punto de vista de los autores que sustentan el marco tedrico
de este trabajo, siendo estos Fischbein (1993), Piaget e Inhelder (1993), Pais (1996),
Gutiérrez (1992), Kaleff (2003), Leivas y Cury (2010), Jeannotte y Kieran (2017) y Costa
(2020), reforzando aspectos de visualizacion geométrica y pensamiento matematico y
geométrico, asi como Iglesias y Ortiz (2018), Alves (2019), Santiago, Alves y Maia
(2021), trayendo los beneficios de su desarrollo con el aporte del software GeoGebra.

Jeannotte y Kieran (2017, p. 7), con respecto al razonamiento matematico, lo definen
“como un proceso de comunicacion con los demds o con uno mismo, que permite inferir
enunciados matematicos a partir de otros enunciados matematicos”. Asi, se tiene en
cuenta que un aspecto estructural organiza la linea de pensamiento l6gico-matematico
formal a partir de estructuras logicas como la deduccion, induccién, analogia,
generalizacion, entre otras.

Sobre el razonamiento en geometria, Piaget e Inhelder (1993) afirman que consiste en un
conjunto de procesos cognitivos en los que se construyen y manipulan representaciones,
relaciones y transformaciones mentales. La representacion espacial, por ejemplo,
constituye un sistema complejo de concepciones, que van mas alla de la percepcion del
individuo en general, siendo el espacio algo subjetivo, una interpretacion de la realidad y
no necesariamente una reproduccion de esta.

Sin embargo, el pensamiento geométrico no se forma de la misma manera en todas las
personas. Segun las ideas de Van Hiele, existe una jerarquia de cinco niveles de
comprension de las ideas espaciales, que describen los procesos de pensamiento
utilizados en contextos geométricos: visualizacién, analisis, deduccion informal,
deduccién y rigor (Van de Walle, 2009, como citado en Leivas y Cury, 2010).
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Ya para Pais (1996) hay cuatro elementos considerados fundamentales y que influyen
directamente en el aprendizaje de la Geometria Euclidiana, ya sea plana o espacial, que
son el objeto, el concepto, el dibujo y la imagen mental. Respecto a estos cuatro
elementos, es crucial agregar la semantica presente en el lenguaje geométrico dentro de
los problemas. Asi, todavia segun el autor, tales objetos y sus respectivas representaciones
dibujadas interfieren en el razonamiento procedimental y en la construccion del
conocimiento geométrico del alumno.

Fischbein (1993) reitera que los objetos geométricos tienen dos componentes esenciales,
el concepto y la imagen, que conciben el aprendizaje de la geometria de manera
significativa. Ademas, el paso de la etapa de experimentacion a la abstraccion requiere
un equilibrio entre dichos componentes, que a su vez puede ser proporcionado por el uso
de softwares matematicos, como es el caso de GeoGebra, presentado en este trabajo.

Aln en la perspectiva de Fischbein (1993), las figuras geométricas constituyen una
entidad mental, elaborada a partir de un razonamiento geométrico, en la que una figura
es diferente tanto de su definicién formal como de su imagen mental y a su vez se sustenta
en una percepcion sensorial de una determinada representacion particular.

En cuanto a Gutiérrez (1992), él considera que la visualizacion en Geometria es
fundamental, ya que dicha habilidad, cuando no se desarrolla, genera dificultades para
que el alumno exprese su pensamiento geométrico, incluso para comprender situaciones
que se presentan en temas de libros de texto, entre otras situaciones. En este sentido,
Kaleff (2003, p. 14) cita también los estudios de Van Hiele en que “la visualizacion, el
analisis y la organizacion informal (sintesis) de las propiedades geométricas relacionadas
con un concepto geométrico son pasos preparatorios para comprender la formalizacion
del concepto”. La preocupacion por la visualizacion en geometria es citada por la autora,
a partir de una investigacion en Educacion Matematica que "(...) sefialo la importancia de
fomentar el desarrollo de las habilidades visuales en los entornos educativos” (Kaleff,
2003, p. 15).

Costa (2020), a partir de su analisis de los estudios de los autores Fischbein, Duval y Pais,
sefiala que el pensamiento geométrico es una habilidad mental en la construccion del
conocimiento geométrico, con el fin de aplicar coherentemente la geometria en la
resolucion de problemas. Asi, el autor reitera que el pensamiento geométrico es
fundamental "para comprender la naturaleza de los fendmenos e inferir sobre ellos, para
identificar y percibir la Geometria como herramienta para comprender el mundo fisico y
como modelo matematico para comprender el mundo tedrico™ (Costa, 2020, p. 177).

Con respecto a esta comprension del mundo que nos rodea a partir de la visualizacion
geométrica, Alves (2019) afirma que con el software GeoGebra, los estudiantes pueden
desarrollar una capacidad de andlisis global y local de propiedades extraidas del entorno
computacional y geométrico. EI mismo autor también reitera que en base a las
potencialidades del GeoGebra, el docente, al utilizarlo, puede incentivar la implicacion
del alumno en una exploracion dinamica de propiedades numéricas y geométricas,
desarrollando la visualizacién, percepcion e intuicion, imprescindibles para la evolucion
del aprendizaje del alumno (Alves, 2019).

Los autores Santiago, Alves y Maia (2021) argumentan que el GeoGebra como recurso
didactico es capaz de proporcionar al alumno la asimilacion de nuevas estrategias en
cuanto a la resolucion de problemas geométricos, en particular de las pruebas de
Olimpiadas Matematicas, a través del modelado de situaciones-problema y su respectiva
visualizaciéon y manipulacion dentro del entorno del software.
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Para Iglesias y Ortiz (2018), los softwares de Geometria Dindmica, incluido GeoGebra,
favorecen la elaboracion de construcciones geométricas, asi como su exploracion a traves
de la herramienta “mover un objeto”, entre otras posibilidades de manipulacion dentro
del software, permiten el reconocimiento de propiedades invariantes cuando un objeto
sufre una transformacion, ya que el software permite descubrir relaciones entre los objetos
gue componen una construccion geométrica.

Asi, la Geometria Dinamica tiene un gran impacto en el papel que juega para las
demostraciones en Matematicas, especialmente en Geometria, como la verificacion, ya
que una proposicion dada, cuya veracidad no es obvia a partir de unas pocas figuras
estaticas, puede ser verificada mediante una variedad de representaciones obtenidas por
la computadora (King y Schattschneider, 2003).

Sobre la base de lo que se ha dicho sobre visualizacion geométrica, pensamiento
geomeétrico, asi como el uso del software GeoGebra en el desarrollo de los estudiantes, la
siguiente seccion analiza la Teoria de los Conceptos Figurativos, que muestra cémo el
concepto y la imagen se relacionan dentro del dominio de la Geometria, como, asi como
la comprension de la definicion del concepto figural, en la perspectiva de Fischbein
(1993).

La Teoria de los Conceptos Figurativos

Fischbein (1993), al abordar la Teoria de los Conceptos Figurativos en su tesis, afirma
que en Geometria existen relaciones que, de hecho, no dependen de dibujos esquematicos,
sino que vienen impuestas por teoremas y definiciones logicas. El autor destaca que las
propiedades de las figuras geométricas se imponen o derivan de definiciones dentro del
dominio de un sistema axiomatico, siendo una figura geométrica de caracter conceptual.

Bishop (1983) aporta una idea que complementa la de Fischbein, cuando sugiere dos
componentes espaciales que serian especialmente relevantes para el aprendizaje de la
geometria. El primero es la capacidad de interpretar la informacion figurativa, lo que
implica la comprension de representaciones visuales. El segundo se refiere a la capacidad
de procesamiento visual. Implica la manipulacion y transformacion de representaciones
e imagenes visuales, ademas de la traduccion de relaciones presentes en las
representaciones visuales observadas.

La imagen que el sujeto extrae de un objeto es lo que se puede construir a partir de sus
propias acciones realizadas sobre el objeto. Para formas complejas, la percepcion puede
fallar en realizar una sintesis y coordinacion de datos perceptuales que se basa en el
razonamiento. Para construir una imagen mental, es necesario anticipar posibles
caracteristicas del objeto observado, como lineas, curvas, angulos, congruencias, entre
otras (Piaget e Inhelder, 1993; Mariotti, 1992).

Hershkowitz (1998) afirma que, al pensar, las personas no usan definiciones de conceptos,
sino iméagenes conceptuales, una combinacion de todas las imagenes y propiedades
mentales que se han asociado con el concepto. Sin embargo, un estudiante que enfrenta
un problema geomeétrico es inducido por caracteristicas figurativas en detrimento de las
definiciones y restricciones formales. Pero inconscientemente y en diversas situaciones,
los conceptos formales estan determinados por la imagen mental construida. Por lo tanto,
es importante que el estudiante comprenda la diferencia entre la definicién formal, la
imagen y el concepto figurativo, ya que estos consisten en tres categorias distintas de
entidades mentales.
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Segun Fischbein (1993), lo que caracteriza a un concepto es el hecho de que expresa una
idea, una forma de representacion ideal de una clase de objetos que tienen caracteristicas
comunes. Por otro lado, una imagen (entendida aqui como una imagen mental) se refiere
a una representacion sensorial de un objeto o fendémeno.

Mientras tanto, el concepto figurativo expresa una realidad mental, siendo una
construccion tratada por el razonamiento matematico en el dominio de la Geometria. Asi,
el concepto figurativo esta totalmente desprovisto de propiedades concretas como peso,
color, densidad, etc., sin embargo, presenta las propiedades figurativas, como lo explica
Fischbein (1993):

Los objetos de manipulaciéon en el razonamiento geométrico son entidades mentales,
Ilamadas conceptos figurativos, que reflejan propiedades espaciales (forma, posicion,
magnitud) y, al mismo tiempo, poseen cualidades conceptuales, como idealidad,
abstraccion, generalizacion, perfeccion. (Fischbein, 1993, p. 143).

En el fragmento sefialado y desde la perspectiva del autor, se entiende que, a través de la
dualidad de concepto e imagen, se construye una imagen mental basada principalmente
en conceptos previamente establecidos y formalizados. Por ejemplo, la imagen de un
cuadrado no consiste en una mera imagen dibujada en una hoja de papel de manera
arbitraria, sino que su concepcion, aunque puede estar influenciada por un objeto real, es
parte de una definicion formal dentro de un sistema axiomatico que impone que un
cuadrado es un rectangulo con todos los lados iguales.

En general, las iméagenes estan controladas por conceptos. Sin embargo, hay situaciones
en las que los conceptos no pueden controlar las imagenes, como en el siguiente ejemplo
(Figura 1):

Fig. 5.

Figura 1. Ejemplo de un concepto que no controla la imagen. Fuente: Mariotti (1992,
citado por Fischbein, 1993, p. 152).

La pregunta con respecto a la Figura 1 fue: ¢Cuantos angulos ves en las figuras a y b?
dirigido a un estudiante de 16 afios, que en nuestro sistema educativo probablemente seria
un estudiante de secundaria. La respuesta obtenida fue:

Siempre que veo dos lineas que se cruzan, sé que el espacio entre las dos lineas forma un
angulo. Creo que en ambas figuras solo hay un angulo, aunque al principio pensé que en
la segunda figura habia dos angulos. Puedo explicar mi suposicion. Primero, pensé que,
en esta representacion, la linea 1 y la linea 2 forman un angulo, y la linea 2 y la linea 3
forman un segundo angulo. Pero ahora creo que solo hay un angulo formado por las lineas
de cruce (1, 3) y esa linea 2 es la bisectriz de ese angulo. (Mariotti, 1992, citado por
Fischbein, 1993, p. 151).

Tenga en cuenta que, a partir de la respuesta del estudiante, el concepto no tenia control
sobre la imagen, por lo que hubo confusion mental por parte del estudiante. Este Gltimo,

6



La Teoria de los Conceptos Figurativos y GeoGebra: el concepto y la visualizacion en geometria
dindmica.

incluso en posesion de la imagen, no pudo relacionar el concepto de angulo con una
respuesta correcta e inmediata. Esto se debe a que "la figura todavia tiene caracteristicas
de la Gestalt! inspirada en la practica". (Fischbein, 1993, p. 152). Asi, el concepto de
angulo no controla completamente la figura y su interpretacién depende, en parte, de
restricciones formales.

Segun Costa (2020), la diferenciacién existente entre el objeto geométrico (construccion
mental) y su representacion (objeto fisico) tiene un papel destacado en el desarrollo del
pensamiento geométrico. Alguien que lucha con esta distincion generalmente no ha
alcanzado un nivel mas avanzado de este tipo de razonamiento. “En esta direccion, el
campo geométrico se considera una herramienta para comprender el mundo fisico. Por
tanto, la geometria no se ve como un modelo tedrico para el estudio de objetos
matematicos en el mundo platonico” (Costa, 2020, p. 155).

Por lo tanto, de esta manera Fischbein (1993) la integracién de propiedades conceptuales
y figurativas en estructuras mentales unitarias, dado el predominio de restricciones
conceptuales sobre figurativas, no consiste en un proceso natural o un efecto espontaneo
de los cursos habituales de Geometria en la mente del estudiante. Por tanto, esta debe ser
una preocupacion continua y sistematica del docente.

Muchas veces, la ensefianza de la Geometria parte del uso de algoritmos y técnicas que
privilegian la presentacion de conceptos a través de definiciones formales,
demostraciones y ejercicios que no proporcionan, en un principio, un desarrollo cognitivo
del razonamiento geométrico del alumno. El uso recurrente de analogias y una inadecuada
exploracion de la intuicion en la construccion del conocimiento, acompariada de varios
ejemplos y contraejemplos hasta que existe una demostracion formal y generalizada, es
el formato de ensefianza de los conceptos fundamentales de esta asignatura / disciplina.

METODOLOGIA

Para la realizacion de este trabajo se adoptd como metodologia el estudio de caso, ya que,
segun Yin (2001), el estudio de caso es un método de investigacion amplio sobre un tema
especifico, que permite un conocimiento mas profundo del mismo y, por lo tanto, ofrece
subsidios para futuras investigaciones sobre el mismo tema. Aun en el enfoque de Yin, el
Estudio de Caso como herramienta de investigacion cientifica se utiliza para comprender
los procesos en la complejidad social en los que se manifiestan: ya sea en situaciones
problematicas, para analizar obstaculos, o en situaciones exitosas, para evaluar copias de
modelos.

La investigacion se elabor6 a partir de estudios que involucraron los temas mas
recurrentes en la prueba de la Olimpiada de Matematicas de las Escuelas Publicas de
Brasil (OBMEP)?. Entre las tematicas seleccionadas, la tematica “area de figuras planas”
fue escogida por ser muy recurrente tanto en la 12 como en la 22 fase de esta Olimpiada,
ademas de formar parte de la Geometria en la que los alumnos aun enfrentan dificultades
de aprendizaje.

! La Gestalt es una doctrina de la psicologia que, inspirada en la obra de Max Wertheimer, tiene como
principio rector que el todo es mayor que la suma de sus partes. Es decir, se considera que un conjunto de
informacion es méas relevante que un extracto y la idea de totalidad debe entenderse para que las partes la
perciban (Piaget, 1983).

2 Para obtener mas informacién sobre OBMEP, visite http://www.obmep.org.br/.
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La encuesta se realizé en una reunion virtual a través de la plataforma Google Meet,
debido al escenario de la pandemia COVID-19. El publico objetivo de este trabajo fue un
grupo de veinte estudiantes de segundo afio de secundaria, con edades entre 16 y 17 afios,
de una escuela publica en el estado de Ceard, Brasil. Estos estudiantes forman parte de un
grupo de estudio con clases preparatorias para el OBMEP y fueron invitados a participar
en el experimento.

El encuentro tuvo una duracién de dos horas / clase, donde se repaso el tema de area y
perimetro de figuras planas y se enfatizé que muchos ejercicios sobre este tema requieren
conocimiento de temas de geometria estudiados de manera preliminar, tales como
relaciones métricas, propiedades de triangulos, similitud de figuras y el uso de mallas
cuadriculadas, por ejemplo.

Se trabajaron algunas preguntas extraidas de pruebas OBMEP anteriores, donde se
explora la resolucién de situaciones probleméticas en geometria plana, buscando
desarrollar el razonamiento geométrico del alumno. Sin embargo, entre las preguntas,
solo se seleccion6 una para componer el andlisis de los resultados del estudio de caso de
este trabajo, tanto por tratarse de un estudio inicial en el area de la Teoria de los Conceptos
Figurativos por parte de los autores, como por la extension que tendria el trabajo, si se
analizan todas las cuestiones.

Dentro de la Teoria de los Conceptos Figurativos, se analizaron los datos (las respuestas
de los estudiantes) a partir de sus manifestaciones (correctas o no) sobre la relacion entre
el concepto y la imagen relativa al tema estudiado, buscando verificar si el proceso de
visualizacion, construccién y razonamiento utilizando el software GeoGebra permitio a
los estudiantes teorizar las representaciones figurativas del objeto y el significado del
concepto.

En el Cuadro 1 se muestra la pregunta que origina el anélisis de los resultados de esta
investigacion:

(OBMEP 2013 - Nivel 3, Pregunta 4 - Segunda fase - adaptado)

La figura muestra un triangulo de papel ABC, rectangulo en C y cuyos lados miden 10 cm.
Para cada niimero x tal que 0 < x < 10, los puntos que estan a x cm del punto C estan
marcados en los catetos y el tridngulo se pliega a lo largo de la linea recta determinada por
estos puntos. Indicamos con f(x) el area, en cm?, de la regién donde se produce la
superposicion del papel. Por ejemplo, en la figura del lado, el area de la region gris, en cm?,
esf (7).

Calcular £(2), f(5) y (7).

Cuadro 1. Tema trabajado en el encuentro. Fuente: OBMEP (2013).
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La resolucion de la pregunta se estructurd a partir de una construccién en el software
GeoGebra, en la que los estudiantes buscaron formas de resolverla a partir de la
movilizacion del razonamiento geomeétrico a través de la visualizacion y manipulacion
dentro del entorno del software. Los estudiantes ya conocian el software de clases
anteriores y algunas de sus herramientas, pero no lo suficiente para completar la
construccion de manera oportuna. Ademas, el foco fue observar la manipulacion de la
construccion.

La recoleccién de datos para este trabajo se realizé a través de registro fotografico de los
estudiantes, registro fotografico del docente, grabacion de video del momento del
encuentro y grabacién de conversaciones via chat en la plataforma Google Meet. Se
utilizé un andlisis cualitativo de los datos, seguin Kuckartz (2014), realizandose un analisis
del discurso como forma de obtener una explicacion, comprension o interpretacion de los
fendmenos manifestados por el grupo participante y su relacion con lo expuesto en el
marco tedrico de este trabajo. Para preservar la identidad de los estudiantes, sus nombres
se han ocultado y reemplazado en el cuerpo del texto como Estudiante A, Estudiante B,
etc.

En la siguiente seccion, traemos como resultado las notas sobre las observaciones
presentadas por los estudiantes, asi como algunos extractos de la construccion realizada
en GeoGebra, como registros que respaldaron la solucion de los estudiantes.

RESULTADOS Y DISCUSION

Como resultado de esta investigacion, analizamos las observaciones de los estudiantes
sobre la pregunta presentada y su respectiva construccion en el software GeoGebra, con
base en la Teoria de los Conceptos Figurativos. La construccion se proporciono a los
estudiantes como una forma de optimizar el tiempo de reunién. En la Figura 2, hay un
registro de la reunion en la plataforma Google Meet.

€« C (Y @& meetgoogiecom/aw 27 th =% O»@ :

[#] Vocé esta apresentando para todos

)

Mais 16 pessoas

14:17 | awh-wexs-zqf

Figura 2. Registro de la reunion en la plataforma Google Meet. Fuente: Registro de
autor.

Como se ilustra en la Figura 2, en un primer momento se realiz6 una revisién y, a partir
de ésta, un relevamiento de los conocimientos previos de los estudiantes sobre el area y
perimetro de figuras planas. Los apuntes realizados por el docente se originaron a partir
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de los recuerdos hablados por los alumnos sobre formulas matematicas para el calculo de
areas. En el caso de este registro, estas fueron las diferentes formas que los estudiantes
reportaron haber visto en algin momento, como método para calcular el area de un
triangulo.

Una observacion es que la mayoria de los estudiantes memorizan muchas férmulas y
algoritmos matemaéticos para resolver problemas y usan estos métodos en muchas
preguntas, que de alguna manera pueden no estimular la comprension de la geometria a
partir de las percepciones visuales. Kaleff (2003) afirma que la capacidad de visualizar
no es innata a todos los individuos. Asi, encontramos individuos que visualizan y otros
que no visualizan. Aquellos que tienen dificultad para visualizar la geometria prefieren
recurrir a férmulas.

En la pregunta dada, se pidi6 a los estudiantes que manipularan la construccion
proporcionada en https://www.geogebra.org/m/tSmxxwya, haciendo preguntas como:
¢QuE le sucede a la figura al manipular punto P? ;Qué caracteristicas se pueden notar en
la figura sombreada? ¢ Qué sucede con el area gris al manipular punto P?

Los registros de manipulaciones del punto P se presentan en las Figuras 3, 4 y 5, como
una forma de orientar mejor la comprension de las respuestas presentadas por los
estudiantes:

(7 GeoGebra Classic

DR N CEPANEE

7
2 .

Figura 3. Manipulacion desde el punto P a f(2). Fuente: Registro de autor.

I

Figura 4. Manipulacion desde el punto P a f(5). Fuente: Registro de autor.
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€2 GeoGebra Classic

= BN el PARNES E:

¢}

Figura 5. Manipulacion desde el punto P a f(7). Fuente: Registro de autor.

A partir del movimiento del punto P, como se ilustra en la secuencia de movimientos de
las Figuras 3, 4 y 5, algunas de las respuestas de los estudiantes a las preguntas formuladas
por el profesor fueron transcritas de la grabacion en video del encuentro en el fragmento:

“Sabemos que el tridngulo blanco encima de la parte gris 0scura es siempre isosceles,
porque los dos lados son iguales” (Estudiante A).

“Creo que cuando arrastramos el punto P, la zona gris siempre aumenta” (Estudiante
B).

"Cuando el punto P toca la base del triangulo méas grande, la figura se divide en cuatro
triangulos iguales” (Estudiante C).

Notese que el comentario del Estudiante A se basa en el concepto figurativo, a partir de
una relacion entre la definicion de un triangulo isosceles, como un triangulo gque tiene dos
lados de la misma medida, que termina de alguna manera “confirmado” a partir de la
imagen que visualiza al manipular punto P. Desde la perspectiva de Fischbein (1993),
cuando se opera directamente con una figura geométrica, es comun actuar como si no
importara ninguna otra cualidad o restriccion, teniendo en cuenta solo el atractivo visual
que transmite la imagen. Esta linea de razonamiento también se puede observar en el
discurso del Estudiante C, cuando afirma que el punto P, al llegar a la base del triangulo
ABC, divide la figura en cuatro tridngulos iguales. Esta fue una afirmacion basada
Gnicamente en lo que se muestra en la pantalla del estudiante, sin tener en cuenta una
prueba matematica formal.

El Estudiante C fue mas alla, sefialando una caracteristica de la construccion al afirmar
que “la base del triangulo gris oscuro es como la diagonal de un cuadrado”. Sefialo
como observacion que al arrastrar el punto P, como el tridngulo formado siempre es
isdsceles, y los lados iguales forman un angulo recto, entonces la linea correspondiente a
la base del triangulo gris en cuestion representa la diagonal de un cuadrado. A partir del
enunciado del alumno C, podemos ver lo que sefialan Leivas y Cury (2010) sobre la
visualizacién, considerandola como un proceso de formacion de iméagenes mentales, con
el fin de construir y comunicar un determinado concepto matematico, con miras a ayudar
en la resolucion de problemas analiticos 0 geométricos.
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Por otro lado, el Estudiante B, al sefialar que el area gris siempre aumenta, fue cuestionado
por otro colega (Estudiante D) quien, al arrastrar el punto P al limite maximo, mostro que
el area de la figura “suma”. Tenga en cuenta esta situacion ilustrada en la Figura 6:

Figura 6. Notas del alumno D. Fuente: Registro de autor.

Al estudiante B se le deshizo su argumento, sin embargo, podemos ver, a partir de la
situacion presentada en la Figura 6, que el discurso del estudiante C tenia sentido. En
realidad, la base del tridngulo gris correspondia a la diagonal de un cuadrado. El error del
Estudiante B puede justificarse segun Fischbein (1993) por el hecho de que las imagenes
estan controladas por conceptos, pero no siempre es asi. Hay situaciones en las que los
conceptos no controlan las imagenes y son estas situaciones las que provocan malas
interpretaciones en Geometria.

Otra observacion respecto a las respuestas de los estudiantes es que las areas f(2) y (5)
fueron resueltas esencialmente a partir de la visualizacion en GeoGebra, sin recurrir al
uso de calculos manuales. De la manipulacion de la construccion y enunciados junto con

sus comparieros, los estudiantes llegaron a la conclusion de que el area f(2) corresponde
2

a la mitad del area de un cuadrado de lado 2, es decir, f(2) = 72 = 2. De manera similar,

el area f(5) corresponde a la mitad del area de un cuadrado con lado 5, es decir, f(5) =

¥ o2 _125,
2 2

Sin embargo, en el area f(7), los estudiantes sintieron la necesidad de esbozar en papel y
luego calcular su valor, buscando, a partir de la visualizacion de datos con la
manipulacion de la figura, armar un esquema que organizara las ideas, como se ilustran
en las Figuras 7 y 8:
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/\/y EA CINTA = TR APE WO

Figura 8. Calculo manuscrito del Estudiante G. Fuente: Registro del Estudiante G.

Notese la diferencia entre las respuestas de los estudiantes C y G en las Figuras 7 y 8.
Aunque ambos dieron la respuesta correcta, el estudiante C la obtuvo con célculos mas
simples, a través de la manipulacion con GeoGebra y también de una manera mas rapida.
El estudiante G, por otro lado, usé mas algebra en la solucion, tom6 mas tiempo y cometid
algunos errores, como en la parte del producto notable (2x — 10)?, en la que no vio el
signo en el producto. Sin embargo, al enviar la foto de la respuesta, no envid con los
errores, sino una version corregida, luego de comparar su respuesta con colegas y notar
el error. En el caso del alumno G, utiliza con mas fuerza la parte conceptual y algebraica,
gue exige mas atencion.

Para resolver los items a y b de la pregunta, los estudiantes no presentaron grandes
dificultades, sin embargo, la mayoria recurrio al uso de lapiz y papel para resolver el item
c. Algunos no lo intentaron porque dijeron que no sabian cdmo empezar y se sentian
inseguros. La distancia fisica entre el profesor y el alumno en este momento fue un factor
de dificultad, ya que el profesor tuvo dificultades para ayudar a los alumnos con menos
habilidades geométricas por teléfono celular.
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En este caso, ocurre lo que Fischbein (1993) sefiala como la necesidad de una
demostracion logica y matematicamente valida para llegar a una conclusion aceptable.
Sin embargo, debe enfatizarse que toda prueba fue producto de la Idgica del razonamiento
geomeétrico, desarrollada especificamente a partir de este problema. El autor sefiala que:

El matematico, como el fisico, el bidlogo, utiliza la observacion, la experimentacion, la
induccidn, las comparaciones, las generalizaciones, pero los objetos de su investigacion
son puramente mentales. Su laboratorio esta, en principio, confinado a su mente. Sus
pruebas nunca son de naturaleza empirica, solo l6gicas. (Fischbein, 1993, p. 149).

Notese que Fischbein (1993) es enfético al afirmar que la evidencia es de naturaleza
I6gica. Esto reafirma el concepto figurativo como realidad mental, a partir del
razonamiento geométrico del alumno, es decir, la comprensién global de las tres entidades
de categorias mentales necesarias para su desarrollo en el campo de la Geometria, que
son la definicidn, la imagen y el concepto. en si mismo figurativo. En linea con Fischbein
(1993), los autores Jeannotte y Kieran (2017) afirman que, contrariamente a la prueba por
mera justificacion, la prueba formal trata de una teoria matematica construida a priori y
con resultados formalizados, los llamados axiomas y teoremas. En otras palabras, la
demostracion formal genera resultados matematicos a partir de demostraciones
sistematizadas aceptadas por la comunidad cientifica.

Esta necesidad de pruebas formales y algebraicas, como lo demostro el estudiante G, es
cultural en las clases de Matematicas. Segun Leivas y Cury (2010, p. 80):

Nos parece que, efectivamente, existe una tendencia a asociar el Algebra con la
Geometria, tratando de obtener férmulas que puedan justificar afirmaciones y no
utilizando los niveles mas elementales del pensamiento geomeétrico, especialmente
visualizacion que, al permitir la formacion de imagenes mentales, ayudaria a resolver
problemas geomeétricos.

Segun Alves (2019) se puede incentivar a los estudiantes a investigar y determinar
propiedades extraidas de la geometria a partir de las configuraciones de la construccion
realizada en GeoGebra. En el caso especifico de resolver el area de f(7), los estudiantes
recurrieron al calculo formal. Sin embargo, destacamos que se utilizaron valores
numéricos y no variables x, y, z ..., como se muestran en la Figura 7, lo cual se debe a que
los estudiantes percibieron estos valores a partir de la visualizacion y manipulacion de la
construccion dada en el entorno GeoGebra.

Prieto Gonzalez (2016, citado por Iglesias y Ortiz, 2018) sefiala que, desde el punto de
vista del aprendizaje, la integracion de GeoGebra en las clases de Matematicas ayuda al
desarrollo del razonamiento geomeétrico de los estudiantes, basado en la experimentacion,
visualizacion y reconocimiento de elementos matematicos o geométricos, como
consecuencia de la interaccion del alumno con los objetos representados en su vision
gréfica.

Por tanto, con esta actividad podemos ver que el GeoGebra puede potenciar la
comprension de la geometria — no solo la geometria plana, sino espacial, analitica, entre
otras areas de conocimiento —, a partir de las posibilidades de percepcion geomeétrica,
manipulacion e interaccion que ofrece el software como recurso, siendo la visualizacion
la principal, explorada en este trabajo. EI alumno, a partir de la visualizacion, puede
realizar la investigacion de propiedades geométricas y la formulacion de ideas,
desarrollando su razonamiento geométrico, tal como se presenta en el cuerpo de estos
resultados.
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CONSIDERACIONES FINALES

La Teoria de los Conceptos Figurativos sefiala una forma de entender la relacion entre
definicién, imagen y el concepto figurativo en si mismo dentro del campo de la geometria,
en el que los conceptos y las imagenes se consideran dos categorias distintas de entidades
mentales. En este estudio de caso, se buscd analizar, desde la perspectiva de esta teoria,
la resolucién de una pregunta de geometria plana, involucrando el software de geometria
dindmica GeoGebra, tomando en cuenta la visualizacion como premisa para el desarrollo
del razonamiento geométrico del estudiante.

A partir de los anélisis realizados, identificamos que los procesos de aprendizaje se dan
cuando el alumno es capaz de asignar sentidos y significados a su pensamiento y en la
formacion de conceptos, estableciendo relaciones que le permiten analizar, discutir,
confirmar y refutar hip6tesis, lo que se percibid con base en la teoria adoptada y en el uso
del software, alcanzando el objetivo del trabajo.

Con la Teoria de los Conceptos Figurativos y su asociacion con el software GeoGebra,
fue posible tener una nocidn preliminar de como funciona el proceso de construccion del
razonamiento geométrico de los estudiantes y sus dificultades. EI dinamismo y la
posibilidad de movimiento dentro del software tiene un gran potencial para ayudar en el
desarrollo del razonamiento del alumno a través de la manipulacion y visualizacion,
siendo una forma de ayudar al alumno a conjeturar y comprender propiedades
geomeétricas.

Los principales obstaculos de este estudio fueron las dificultades de algunos estudiantes
para acceder a Internet y computadoras, la distancia social entre estudiantes y el docente,
dificultades de visualizacion de algunos estudiantes y la escasez de referencias
bibliograficas sobre la Teoria de Conceptos Figurativos. En cuanto al uso de GeoGebra,
como los estudiantes solo manipularon la construccion terminada, no hubo mayores
dificultades, solo casos ocasionales con estudiantes que accedieron a la construccion a
través de su teléfono celular.

Segun Fischbein (1993), los docentes conocen muchas implicaciones didacticas en base
a su experiencia empirica en el aula, sin embargo, no existe una relacion formal con una
teoria general. Asi, este trabajo puede colaborar con el docente, como docente, a la hora
de analizar esta teoria, asi como sus implicaciones didacticas, tiene la posibilidad de
dirigir una mirada mas reflexiva al campo de la Geometria y sus matices, asi como
mejorar el uso de GeoGebra en sus clases, o incluso otro software de geometria dinamica.

Finalmente, en una perspectiva futura, esperamos desarrollar mas trabajos con esta teoria,
ya que este es un estudio inicial, reforzando su importancia, abordando otros temas en
geometria y desarrollando actividades en otros niveles escolares, recopilando datos y
ampliando su discusion.
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Resumen

Se concretan los conocimientos para ensefiar matematicas en Educacion
Infantil a partir de la revision de: a) las finalidades, las practicas y la
organizacion de la ensefianza; b) la literatura previa sobre el conocimiento del
profesorado de infantil para ensefiar matematicas. Considerando estos
antecedentes, se describen y ejemplifican dos tipos de conocimiento:
Conocimiento Matematico en Educacion Infantil y Conocimiento Didactico de
las Matematicas en Educacion Infantil, junto con sus respectivos subtipos. Se
concluye que la concrecion de estos conocimientos puede contribuir al
desarrollo profesional del profesorado de infantil y, adicionalmente, pueden
usarse como herramienta de analisis.
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INTRODUCCION

Desde los afios noventa del siglo XX, la investigacién educativa se ha interesado en el
andlisis del conocimiento que el profesorado manifiesta en sus practicas de ensefianza,
siendo una de las propuestas tedricas més relevantes la desarrollada por Shulman (1986).
Desde entonces, el estudio del conocimiento del profesorado para ensefiar matematicas
ha dado lugar a una prolifica actividad de investigacion, de modo que han surgido
distintos modelos de andlisis. Entre ellos, destacan el Knowledge Quartet (KQ), que
considera cuatro categorias que permiten observar, analizar y discutir acerca de
situaciones de aula en las que el conocimiento del profesorado se pone en accidn
(Rowland et al., 2005); el Mathematical Knowledge for Teaching (MKT), que considera
un conjunto de conocimientos y habilidades que requiere el profesorado para gestionar
las tareas y los problemas recurrentes en la ensefianza de las matematicas (Ball et al.,
2008); el Modelo de Conocimientos y Competencias Didactico-Matematicas (CCDM) de
Godino et al. (2017), para analizar, interpretar, caracterizar y categorizar los
conocimientos que pone en juego el profesorado al ensefiar un determinado contenido
matematico; o el Modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas
(MTSK), que asume que todo el conocimiento que es Util para el profesor en el contexto
de ensefianza y aprendizaje de las matematicas es especializado (Carrillo et al., 2018).

La mayoria de estudios desarrollados desde estos distintos modelos se han centrado en el
profesorado de matematicas de primaria y secundaria, mientras que las investigaciones
sobre el conocimiento del profesorado de infantil son mas bien escasas (Charalambous y
Pitta-Pantazi, 2016). En este sentido, Alsina (2019a) sefiala que uno de los focos en los
que se deberia centrar la investigacion en educacion matematica infantil en las proximas
décadas consiste, precisamente, en definir el conocimiento y destrezas Utiles para ensefiar
matematicas del profesorado de esta etapa, considerando que se trata de profesorado
generalista.

En este articulo ponemos la atencion en este tema de interés, identificando de manera
fundamentada el conjunto de conocimientos que requiere el profesorado de Educacion
Infantil (EI, de ahora en adelante) para ensefiar matematicas, teniendo en cuenta las
caracteristicas especificas de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en esta
etapa y el conocimiento que el profesorado deberia poner en juego en sus practicas de
ensefianza. La concrecion de estos conocimientos pretende ser, principalmente, una
herramienta de desarrollo profesional del profesorado de EI que describa los distintos
conocimientos que se deben movilizar para llevar a cabo una ensefianza eficaz, con el
propdsito también de facilitar la identificacion, el analisis y la reflexion de posibles
falencias en la propia préactica que deberian ser subsanadas a través de la formacion.

Para llevar a cabo este propdsito, el articulo se estructura en tres partes: en la primera
parte, se caracteriza la ensefianza de las matematicas en El en tres dimensiones (Alsina,
2020a); en la segunda parte, se realiza una revision de la literatura previa acerca del
conocimiento del profesorado de El para ensefiar matematicas, teniendo en cuenta que las
investigaciones que han tratado de identificar este conocimiento son escasas
(Charalambous y Pitta-Pantazi, 2016); finalmente, en la tercera parte, considerando los
puntos anteriores, se describen y ejemplifican los tipos de conocimiento que deberia
movilizar el profesorado de El para llevar a cabo una ensefianza eficaz de las matematicas
en esta etapa educativa.
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CARACTERISTICAS DE LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN
EDUCACION INFANTIL

En el contexto internacional, se esta realizando una importante labor de investigacion en
Educacion Matematica Infantil en el grupo Early Years Mathematics (EYM) dentro del
Congress of European Research in Mathematics Education (CERME), donde se tratan
cuestiones como el papel de los materiales, las diferentes formas de comunicacion y
representacion matematica de los nifios o las evidencias de aprendizaje sobre contenidos
especificos (Edo, 2016). Asimismo, en las POEM Conferences on Early Mathematics
Learning (Benz et al., 2018; Carlsen et al., 2020; Kortenkamp et al., 2014; Meaney et al.,
2016) se aportan datos sobre la ensefianza y el aprendizaje de los procesos y contenidos
matematicos o la profesionalizacion de los docentes de la primera infancia, con una
amplia variedad de enfoques tedricos y metodoldgicos que establecen bases para futuras
investigaciones en esta area (Alsina, 2002b). A partir de estos resultados, junto con las
aportaciones de organismos internacionales que han hecho recomendaciones sobre cémo
se deberian trabajar las matematicas en los primeros niveles escolares y las conclusiones
de diversos estudios bibliométricos y metaanalisis, Alsina (2020a) caracteriza la
ensefianza de las matematicas en infantil a partir de tres dimensiones: las finalidades de
la ensefianza, las préacticas de ensefianza y la organizacion del conocimiento a ensefiar.

Finalidades de la ensefianza de las matematicas en Educacion Infantil

Concretar finalidades requiere posicionarse. En este sentido, en primer lugar, se asume
que la educacion matematica infantil tiene unos objetivos propios (Alsina, 2020a;
NAEYC & NCTM, 2002; The Australian Association of Mathematics Teachers Inc. &
Early Childhood Australia, 2006). Con esto se quiere remarcar que, a diferencia de lo que
se ha venido pensando, la finalidad de la ensefianza de las matematicas tempranas no es
preparar al alumnado para la siguiente etapa educativa. En otras palabras, no se trata de
una etapa pre-escolar en la que el profesorado forma al alumnado para que accedan a
primaria sabiendo, por ejemplo, escribir nimeros, recitando de memoria la serie numerica
o indicando el nombre de las principales formas geométricas, por citar algunos
estereotipos (Clements y Sarama, 2015; Geist, 2014). Desde este punto de vista, el primer
posicionamiento que se asume y que es acorde con los curriculos de El, es que la
ensefianza de las matematicas en infantil tiene el propdsito de promover el desarrollo
progresivo de los primeros conocimientos matematicos, de naturaleza intuitiva, como
parte del desarrollo integral de los nifios.

El segundo posicionamiento tiene que ver con la forma de desarrollar el conocimiento
matematico de los nifios. En este sentido, se asumen los planteamientos del Enfoque de
los Itinerarios de Ensefianza de las Matematicas (EIEM), planteado por Alsina (2018,
2019b, 2020c). Este enfoque se fundamenta en tres pilares: a) la Perspectiva Sociocultural
del Aprendizaje Humano (Vygostsky, 1978), que concibe la educacion como un
fenomeno social y cultural que se basa en el lenguaje y en la interaccion como
herramientas fundamentales para promover el aprendizaje; b) el Modelo Realista de
Formacion del Profesorado (Korthagen, 2001), que considera que el profesorado deberia
conocer muchas maneras de actuar y ejercitarlas en la practica, es decir, deberia disponer
de criterios para saber cuando, qué y por qué algo es conveniente y reflexionar sobre ello
sistematicamente; y c) y la Educacién Matematica Realista (Freudenthal, 1991), que
impulsa el uso de situaciones de la vida cotidiana o problemas contextualizados como
punto de partida para aprender matematicas. Progresivamente, estas situaciones son
matematizadas a través de modelos, mediadores entre lo abstracto y lo concreto, para
formar relaciones mas formales y estructuras abstractas.
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Préacticas de enseflanza de las matematicas en Educacion Infantil

La investigacion acerca de las formas de facilitar el acceso al conocimiento matematico
en las primeras edades ha sido muy productiva. Como sefiala Alsina (2020a), han surgido
maltiples enfoques, que van desde “el modelo europeo al aire libre” hasta la ensefianza
clésica con fichas, pasando por otros enfoques que se inspiran y fundamentan en autores
clasicos como Bruner, Dienes, Montessori, Piaget, Skemp, Vygotsky, etc. Con base en
estas distintas aportaciones, el desarrollo del pensamiento matematico infantil se deberia
sustentar en actividades concretas, experimentales y adecuadas a las capacidades
mentales de los nifios, para que observen, experimenten, reflexionen y obtengan
conclusiones. Para lograr esta finalidad, el EIEM (2018, 2019a) propone itinerarios de
ensefianza, entendiendo por itinerario una secuencia de ensefianza intencionada que
contempla tres niveles: 1) informal, en el que se visualizan las ideas matematicas de
manera concreta a través de situaciones de vida cotidianas, materiales manipulativos y
juegos; 2) intermedio, en el que se avanza hacia la esquematizacion y generalizacion
progresiva del conocimiento matematico a través de recursos literarios y tecnoldgicos; y
3) formal, en el que se trabaja la representacion y formalizacion del conocimiento
matematico con procedimientos y notaciones convencionales para completar de esta
forma el aprendizaje desde lo concreto hasta lo simbolico, a través de recursos graficos.
El EIEM plantea entonces que es necesario fomentar la comprension méas que la mera
memorizacion, la actividad heuristica mas que la pura ejercitacion, o el pensamiento
matematico critico mas que la simple repeticion.

Més adelante, con el propdsito de ofrecer algunas orientaciones para aplicar el EIEM en
el aula, Alsina (2020c) plantea cinco recomendaciones: 1) planificar y gestionar la
ensefianza de los contenidos a través de los procesos matematicos, es decir, promover una
ensefianza que implique pensar y hacer, mas que memorizar definiciones y
procedimientos; 2) promover practicas de ensefianza-aprendizaje que consideren tanto al
alumnado como al profesorado, en las que haya espacio tanto para que el alumnado
indague y construya su conocimiento, como para que el profesorado explique de forma
directa un conocimiento matematico; 3) considerar contextos reales, intermedios y
formales, con distinto protagonismo en funcion del nivel escolar; 4) garantizar el
principio de abstraccion progresiva, desde lo concreto hacia lo abstracto, de manera que,
a lo largo de un itinerario, se considere la visualizacion, la manipulacion, la simbolizacién
y la abstraccion; y 5) disponer de criterios objetivos para la seleccion de los contextos de
ensefianza de las matematicas, a partir de distintas herramientas.

La organizacion del conocimiento matematico en Educacion Infantil

Como se indica en Alsina (2020a), abordar de forma sintética el conjunto de
conocimientos matematicos que contribuyen a desarrollar el pensamiento matematico de
los nifios menores de 6 afios es ampliamente complejo, puesto que son muchos los autores
y organismos que desde hace décadas vienen realizando aportaciones que han contribuido
a organizar la disciplina.

A nivel internacional, las aportaciones del NCTM (2003), Geist (2014) o Clements y
Sarama (2015), han tenido amplia repercusion. EI NCTM (2003), por ejemplo, ha
explicitado los conocimientos matematicos que deberian aprender los nifios a partir de
los 3 afios. Esta asociacion organiza los conocimientos en diez estandares, que son el
reflejo de la cultura matematica que la sociedad necesita: 1) cinco estandares de
contenidos (Numeros y operaciones, Algebra, Geometria, Medida y Analisis de Datos y
Probabilidad), que describen explicitamente los contenidos que deberian aprender los
nifios; y 2) cinco estandares de procesos (Resolucion de Problemas, Razonamiento y
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prueba, Comunicacion, Conexiones y Representacion), que ponen de relieve las formas
de adquisicion y uso de los contenidos. Ademas, Geist (2014) y Clements y Sarama
(2015) han realizado una extensa labor de investigacion que les ha permitido establecer
que conocimientos matematicos van desarrollando los nifios desde el nacimiento.

En el contexto espafiol, a partir de un estudio longitudinal con méas de 700 nifios menores
de 3 afios, Alsina (2015) organiza las matematicas intuitivas e informales que se aprenden
y usan durante la primera infancia en el marco de situaciones de exploracion del entorno,
la manipulacién y experimentacion con materiales y el juego. A partir de estos datos, se
establecen cuatro categorias de conocimientos vinculados a las cualidades sensoriales, las
cantidades discretas y continuas, las posiciones y las formas y los atributos mesurables,
con distintos contenidos en cada categoria.

Asimismo, a partir de los datos de diversos estudios (e.g., Alsina, 2006, 2015; Castro y
Castro, 2016; Clements y Sarama, 2015; Geist, 2014; Mufoz-Catalan y Carrillo, 2018;
NCTM, 2003), Alsina (2020a) considera cinco categorias de conocimientos con distintos
contenidos en cada categoria: NUmeros y operaciones, Algebra, Geometria, Medida y
Analisis de Datos y Probabilidad.

PANORAMA SOBRE EL CONOCIMIENTO DEL PROFESORADO DE
EDUCACION INFANTIL PARA ENSENAR MATEMATICAS

A pesar de que, tal como se indicado, las investigaciones que han tratado de identificar el
conocimiento del profesorado de infantil para ensefiar matematicas son escasas
(Charalambous y Pitta-Pantazi, 2016), se han reportado algunos estudios sobre el tema.
En el trabajo de Lee (2010), por ejemplo, se mide el Conocimiento Pedagdgico del
Contenido en Matematicas (PCKM, por su acronimo en inglés) encontrando que el
profesorado de nifios menores de 5 afios con mayor formacién académica y mas de 10
afios de experiencia obtiene mayores puntajes en PCKM. Considerando estos datos, el
autor concluye que es necesario fortalecer tanto la formacion inicial del futuro
profesorado de infantil como la formacién continua del profesorado en servicio sobre
cdémo ensefiar matematicas al alumnado de esta etapa.

McGray y Chen (2012) también estudian el PCKM del profesorado de infantil (nifios
entre 4 y 5 afos). Las autoras encuentran que este conocimiento en particular requiere
comprender los conceptos fundamentales de los contenidos matematicos y el lenguaje
relacionado con las matematicas, lo cual se combina con la capacidad de observar de
cerca cOmo juegan y qué piensan los nifios. Los resultados, ademas, sugieren que el
profesorado de infantil necesita un tipo de conocimiento que les permita promover la
construccién de conexiones iniciales entre conceptos y procedimientos, ya sea en
situaciones de juego libre o de instruccién directa, para ayudar al alumnado a ver y
comprender las matematicas en el mundo que los rodea. En linea con las ideas anteriores,
Opperman et al. (2016) muestran que el conocimiento del contenido matematico se refleja
en el PCKM del profesorado de infantil (nifios entre 3 y 6 afios) respecto a la
identificacién de las matematicas presentes en situaciones de juego.

Con base en estos estudios, Gasteiger et al. (2020) sefialan que las mediciones del PCKM
se han realizado desde una perspectiva cognitiva de este conocimiento (e.g., Lee, 2010)
o0 desde una perspectiva situada del mismo (e.g., McCray y Chen, 2012). Con el proposito
de combinar la ventaja de ambos enfoques, los investigadores proponen un nuevo
instrumento para medir el PCKM del profesorado de infantil donde este constructo se
conceptualiza considerando conocimientos implicitos del profesorado (Gasteiger y Benz,
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2018). En el estudio se reflexiona sobre el conocimiento de las habilidades matematicas
de los nifios y el conocimiento de la adaptacion de actividades de aprendizaje matemético
como componentes relevantes del conocimiento del profesorado de infantil.

Respecto a estudios que utilizan modelos de conocimiento del profesorado de
matematicas, Mosvold et al. (2011) analizan el conocimiento de una maestra de infantil
(nifios de 3 afios) desde la perspectiva del MKT. Los investigadores identifican
situaciones en las cuales la maestra muestra su conocimiento sobre el conteo,
particularmente su PCK en cuanto al conocimiento del contenido y los estudiantes. Se
identifica el conocimiento de la maestra de formas de conteo que utilizan los nifios y
tareas de ensefianza donde es necesario seleccionar representaciones apropiadas para los
nifios. Los autores reflexionan sobre los componentes del MKT y concluyen que algunos
de ellos parecen ser aplicables al estudio del profesorado de infantil, mientras que otros
podrian ser reformulados para responder mejor a las tareas de ensefianza que desarrolla
el profesorado de infantil, las cuales difieren considerablemente de las realizadas por los
profesores de secundaria.

Adicionalmente, Hundeland et al. (2017) utilizan el KQ con el fin de caracterizar las
competencias y el conocimiento de una maestra de nifios de 5 afios en el contexto de una
clase de geometria. En los fundamentos, se identifica un conocimiento explicito de los
contenidos geomeétricos cuando la maestra usa tanto la terminologia de las figuras
geométricas como una variedad de figuras similares y congruentes. Ademas, la maestra
propone una actividad ludica buscando despertar el interés y la curiosidad del alumnado,
lo que se relaciona con un conocimiento didactico. En las transformaciones, se resalta la
eleccion que hace la maestra de ejemplos para introducir nuevas figuras geométricas. En
las conexiones, se identifica la relacion que hace la maestra entre lados paralelos y lados
opuestos de igual longitud. Finalmente, la contingencia se observa cuando la maestra
respondio a las ideas del alumnado, introdujo mas figuras geométricas a la actividad y se
refiridé a como clasificar figuras geométricas a pesar de que esto no habia sido considerado
en la planeacién. De acuerdo con los resultados obtenidos, de manera general, el KQ es
atil para el proposito de este estudio, a pesar de que algunos codigos del modelo podrian
ser modificados para adecuarse mejor al conocimiento del profesorado de infantil.

Desde la perspectiva del modelo MTSK, Mufioz-Catalan et al. (2017), reflexionan sobre
el conocimiento deseable del profesorado de infantil en relacién con la resta. En el
dominio del Conocimiento Matematico (MK), describen la riqueza de elementos
asociados a la resta en el conocimiento de los temas respecto a propiedades de la resta en
los numeros naturales, significados asociados a la resta, tipos de problemas de estructura
aditiva, procedimientos que se pueden utilizar para restar, entre otros. Ademas, describen
el conocimiento de la estructura de la matematica a partir de variadas conexiones entre
estos elementos de conocimiento, como por ejemplo la relacion entre la resta y la division
(conexion de complejizacién) o la relacidn entre la resta en su perspectiva procedimental
y la enumeracion (conexion de simplificacion). Sumando a lo anterior, en esta propuesta
tedrica, se considera que, al ser la etapa de infantil generadora de lenguaje, cobra
relevancia el conocimiento del profesorado acerca de la precision en el uso del lenguaje
matematico y el papel de los simbolos, ambos componentes del conocimiento de la
practica matematica. En el caso del Conocimiento Didactico del Contenido (PCK) resalta
el conocimiento de las fases que los nifios siguen en su proceso de comprension del
nimero en el subdominio conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las
matematicas.

Posteriormente, Mufioz-Catalan et al. (2019) exploran el conocimiento especializado que
sustenta las practicas de ensefianza de contenidos aritméticos y geométricos en el caso de
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un maestro y una maestra de infantil. En dicho estudio se identifica el conocimiento de
los profesores en los subdominios conocimiento de los temas y conocimiento de la
practica matematica en el dominio MK, asi como el conocimiento de las caracteristicas
de aprendizaje de las matematicas y el conocimiento de la ensefianza de las matematicas
en el PCK. En ambos maestros se identifica el conocimiento de sistemas de
representacion y la complementariedad entre ellos, ademas del conocimiento de la
comparacion como practica matematica en este nivel. La comparacion es utilizada como
parte de una estrategia de ensefianza, lo cual busca promover el desarrollo del
pensamiento flexible de los nifios considerando su necesidad de partir de representaciones
concretas. A su vez, el conocimiento de los sistemas de representacion permite tomar
decisiones sobre los recursos didacticos a utilizar en la ensefianza de cada tema.

UN PASO MAS: CONCRETANDO EL CONOCIMIENTO DEL PROFESORADO
DE EDUCACION INFANTIL PARA ENSENAR MATEMATICAS

Siguiendo las ideas anteriores, para concretar el conocimiento del profesorado de infantil
podriamos pensar en un dominio de conocimiento que tenga en cuenta los contenidos
matematicos que se ensefian en EI, lo cual es comdn en la mayoria de modelos de
conocimiento. A lo anterior, afiadiriamos un rasgo distintivo de esta etapa, los
conocimientos intuitivos e informales que permitan hacer las conexiones que mencionan
Mosvold et al. (2011), asi como otras conexiones entre contenidos matematicos. Lo
anterior, a su vez, considera nuestro posicionamiento sobre las finalidades de la ensefianza
de las matematicas en EI, donde las primeras matematicas que los nifios aprenden y usan
en el marco de sus experiencias informales son el eslabon imprescindible para el acceso
a las matematicas escolares (Baroody, 1987), de modo que la conexion mas importante
en los primeros aprendizajes matematicos es la existente entre las matematicas intuitivas,
informales, que los nifios han aprendido a través de sus experiencias, y las que estan
aprendiendo en la escuela (NCTM, 2003, p. 136). A su vez, organismos como el NCTM
(2003) subrayan el papel de los procesos matematicos para ensefiar los distintos
contenidos a partir de los 3 afios, con el propdsito de potenciar habilidades como la
resolucion de problemas, el razonamiento y la argumentacion o bien formas de comunicar
y representar planteamientos y resultados. Si bien el conocimiento acerca de los procesos
matematicos no es exclusivo del profesorado de EI, es fundamental considerarlo
explicitamente a partir de esta etapa educativa.

Por otra parte, en cuanto a los conocimientos pertenecientes al PCK y PCKM, observamos
que los estudios revisados se refieren a conocimientos sobre los juegos y otras actividades
que podrian ser interesantes para los nifios (Hundeland et al., 2017; McGray y Chen,
2012), el conocimiento de las habilidades matematicas de los nifios (Gasteiger et al.,
2020) y el conocimiento de las fases que los nifios siguen en su proceso de comprension
del nimero y su necesidad de partir de representaciones concretas (Mufioz-Catalan et al.,
2017). Lo anterior se relaciona con un conocimiento sobre como aprenden matematicas
los nifios, lo cual se complementa con los resultados que ha aportado la investigacion
educativa a lo largo de muchos afios sobre este tema (e.g., Alsina, 2006; Mialaret, 1984).

En la literatura también se reportan datos relevantes sobre las formas especificas de
ensefiar matematicas en El (e.g., Alsina, 2006; Berdonneau, 2008), lo que hace pensar en
la necesidad de definir un conocimiento que se refiera a cdmo se ensefian las matematicas
en esta etapa. Si bien un elemento comun en los distintos modelos de conocimiento es
incluir un componente asociado a la ensefianza, este deberia concretarse de acuerdo con
las caracteristicas y necesidades especificas de los nifios de Educacion Infantil, que son
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diferentes a las de otros niveles superiores. En este sentido, el EIEM aglutina las distintas
formas de ensefar teniendo en cuenta las necesidades reales de los nifios de Educacion
Infantil para aprender matematicas, otorgando protagonismo a lo concreto y avanzando
progresivamente hacia lo abstracto, en contraste con lo que ocurre en otras etapas
educativas (Alsina, 2018; 2019b; 2020c). Ademas, para completar el conjunto de
conocimientos del profesorado, es imprescindible considerar también al conocimiento del
curriculum, en sintonia con los modelos de conocimiento que se han enfocado mas en
otras etapas educativas. En este sentido, el profesorado de infantil, que como se ha
indicado es generalista, deberia poseer un conocimiento tanto de la estructura como del
contenido del curriculo de infantil que, a diferencia del resto de etapas, se organiza en tres
areas (Conocimiento de si mismo y autonomia personal; Conocimiento del entorno; y
Lenguajes: Comunicacion y representacion), y los contenidos referentes a las
matematicas estan integrados dentro de estas areas.

Con base en estos antecedentes, se concreta el conjunto de conocimientos para ensefiar
matematicas en Educacion Infantil, con la finalidad de ayudar al profesorado tanto a
reconocer cuales son estos conocimientos como a identificar posibles falencias en el
mismo que deberian ser subsanadas para poder ofrecer una ensefianza eficaz. En este
articulo, se asume que una ensefianza eficaz de las matematicas “requiere conocer lo que
los alumnos saben y lo que necesitan aprender, y luego estimularlos y ayudarlos para que
lo aprendan bien” (NCTM, 2003). Ello implica, por parte del profesorado: a) conocer y
comprender en profundidad los conocimientos matematicos que ensefian; b) conocer y
comprender en profundidad a los alumnos y, en especial, sus necesidades y posibilidades
de aprendizaje; ¢) conocer y comprender en profundidad los recursos y estrategias
docentes méas adecuadas para llevar a cabo la ensefianza; d) conocer y comprender en
profundidad las formas de evaluar los conocimientos méas acordes con los recursos y
estrategias docentes usadas para llevar a cabo la ensefianza (NCTM, 2003). En sintesis,
pues, para una ensefianza eficaz es preciso que el profesorado disponga de un amplio
abanico de conocimientos disciplinares, didacticos y experienciales que permitan
alfabetizar a los alumnos, en el sentido que puedan usar los conocimientos que aprenden
en la escuela en todos los contextos de la vida cotidiana en los que dichos conocimientos
son necesarios.

Asi, y en sintonia con los principales modelos de conocimiento del profesorado para
ensefiar matematicas, para el profesorado de infantil inicialmente se consideran dos tipos
de conocimientos interrelacionados: 1) Conocimiento Matematico en Educacién Infantil
(CM-EI); y 2) Conocimiento Didactico de las Matematicas en Educacion Infantil (CDM-
El). Cada tipo estd compuesto, a su vez, por subtipos de conocimiento, como se muestra
en la Figura 1.
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Conocimiento Matematico
en Educacién Infantil
CM-EI

Conocimiento sobre las Formas de
Aprendizaje de las Matematicas en la
infancia
C-FAM

Conocimientos Matematicos
Intuitivos e Informales
C-lel

Conocimiento sobre la Planificacién y

Conocimiento de los > > =
Gestion de Actividades de ensefianza

Contenidos Mateméticos

C-CM de las matematicas
C-PGA
Conocimiento de los Procesos Conocimiento sobre las Orientaciones
Matematicos Curriculares
C-PM C-OCuU

Conocimiento Didactico de las
Matematicas en Educacion Infantil
CDM-EI

Figura 1. Tipos de Conocimientos para Ensefiar Matematicas en Educacion Infantil.
Fuente: elaboracion propia.

El Conocimiento Matematico en Educacion Infantil

El reconocimiento de que el profesorado de infantil requiere un conocimiento matematico
especifico y estructurado que les permita promover el desarrollo de conocimientos y
habilidades matematicas de los nifios nos lleva a describir un tipo de Conocimiento
Matematico en Educacion Infantil (CM-EI) que dé cuenta de la naturaleza del
conocimiento matematico infantil. Este tipo de conocimiento esta formado por tres
subtipos que engloban los conocimientos intuitivos e informales, los contenidos
matematicos que deberian aprender los nifios y los procesos matematicos, que ponen de
relieve las formas de adquisicién y uso de dichos contenidos.

Conocimientos matematicos Intuitivos e Informales (C-lel)

El acceso a las matematicas escolares requiere una base solida de conocimientos
matematicos intuitivos e informales: los conocimientos matematicos intuitivos se
refieren a un tipo de conocimiento autoevidente, basado en la certeza intrinseca, mas
global, metaférico, no analitico (Fischbein, 1987). Adicionalmente, los conocimientos
matematicos informales tratan sobre las nociones y procesos aprendidos en la dinamica
diaria no escolar, los cuales se desarrollan a partir de las interacciones con el medio fisico
y social, donde se presentan escenarios como los juegos que generan aprendizajes de una
manera natural y espontanea (Alsina, 2015; Baroody, 1987; Clements y Sarama, 2015;
Geist, 2014; Ginsburg y Baroody, 2007). Estos conocimientos informales son el eslabon
necesario para el acceso a la matematica formal, que se refiere a las habilidades y
conceptos que se aprenden en las escuelas, y suele caracterizarse por una matematica mas
simbolica y escrita (Baroody, 2000). De acuerdo con Ginsburg et al. (1998), estas formas
de aprendizaje se relacionan entre si para ir dando un sentido al desarrollo de los
conocimientos matematicos.
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Desde este punto de vista, es altamente recomendable que el profesorado de infantil tenga
un amplio conocimiento de las matemaéticas intuitivas e informales que los nifios de la
primera infancia usan en situaciones de exploracion del entorno, manipulacion y juego,
ademés del papel que éstas juegan en su desarrollo. Siguiendo la categorizacion
desarrollada por Alsina (2015), el conocimiento del profesorado de infantil de las
cualidades sensoriales, las cantidades discretas y continuas, las posiciones y las formas y
los atributos mesurables forman parte del C-lel.

A continuacion, se muestran ejemplos de situaciones de manipulacion en las que se pone
de manifiesto este conocimiento (Figura 2): durante el recreo, un alumno juega con las
palas siguiendo un patrén de repeticion AB segun el color: una roja, una azul, ...; otro
alumno, juega con piedras y las ordena por el tamafio, de mayor a menor. En estas dos
situaciones, el C-lel permite que el maestro se dé cuenta, en primer lugar, de que en estas
acciones espontéaneas de los nifios emergen conocimientos matematicos vinculados a las
relaciones de orden y a los patrones; en segundo lugar, a través del dialogo, el maestro
indaga en la intencionalidad de los alumnos para observar si realmente hay consciencia
del patron y de la relacion de orden respectivamente y, finalmente, también promueve
que haya una comprension e interiorizacion de la idea matematica implicita en la accion
a través del planteamiento de preguntas.

Figura 2. Situaciones de manipulacion en las que emergen matematicas informales.
Fuente: Alsina (2015)

Conocimiento de los contenidos matematicos (C-CM)

El profesorado de Educacion Infantil debe tener un conocimiento de las matematicas que
puede movilizar un nifio de esta etapa en los distintos niveles, asumiendo que deberia
conocerlas de una manera profunda y diferente a como debe saberlo un alumno. En otras
palabras, el hecho de que un alumno de infantil haga una relacion de orden, como se
muestra en la segunda imagen de la Figura 2, no significa que el maestro s6lo deba saber
ordenar elementos o que en las ordenaciones siempre hay un minimo, un maximo y una
gradacion, sino que es imprescindible que conozca las propiedades matematicas de una
relacion de orden: antireflexiva, antisimétrica y transitiva (Alsina, 2006).

Tal como se ha indicado en la revision de la literatura sobre la organizacion del
conocimiento matematico en infantil, a partir de una sintesis de las aportaciones de
diversos autores y organismos internacionales (e.g., Alsina, 2006, 2015; Castro y Castro,
2016; Clements y Sarama, 2015; Geist, 2014; Mufioz-Catalan y Carrillo, 2018; NCTM,
2003), Alsina (2020a) sefiala cinco categorias de contenidos matematicos propios de la
etapa de Educacion Infantil: Numeros y operaciones, Algebra Temprana, Geometria,
Medida y Analisis de Datos y Probabilidad, y describe el conocimiento matematico que
el profesorado de infantil deberia conocer acerca de estos contenidos. Adicionalmente,
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incluimos también dentro del C-CM el conocimiento de relaciones entre temas
matematicos ubicados en el mismo bloque de contenidos, asi como relaciones entre temas
pertenecientes a diferentes bloques de contenidos.

En el siguiente episodio, tomado de Alsina y Delgado (2021), se transcribe una situacion
de medicidn de la temperatura del agua de dos vasos (uno con agua de nevera y otro con
agua de lluvia), en la que la maestra (Sara) hace uso de este conocimiento:

Sara: ¢ Ya mediste alguno?

E2: Si

Sara: muy bien, me dices entonces lo que registrasteis

E2: Si profe, el de la nevera 1y 0, el de la lluvia un 2

Sara: ¢Si?, ¢estais seguros?

E3: SilyO0es 10 el frio, y el 2 templado

Sara: 10 ¢es mas o0 menos que 2?

E3: Masssssssssss

Sara: ¢ Y entonces?, ;como es [templado] un nimero mas pequefio?

Este episodio continta cuando el grupo que decide repetir la medicién, obtiene como
resultado 20 grados y concluye que el registro anterior era errado pues el 20 es méas grande
que el 10. Cuando Sara nota que los alumnos no han registrado correctamente la
temperatura del agua de lluvia, los conduce hacia la comparacion numeérica para darle
otro sentido a la situacion, de este modo la maestra promueve la construccion de
conocimiento matematico respecto a la relacion “mayor que” y “menor que”. El
conocimiento de Sara sobre la comparacion como un contenido matematico en Educacion
Infantil forma parte del C-CM.

Conocimiento de los procesos matematicos (C-PM)

Como ha puesto de manifiesto la revision de la literatura acerca del conocimiento
matematico infantil, junto con el conocimiento de los contenidos existe un conocimiento
de los procesos matematicos (habilidades o dimensiones) que ponen de relieve las formas
de adquisicion y uso de los contenidos. Algunos de estos procesos matematicos son
resolver problemas, modelizar, razonar, argumentar, comunicar, y representar. En esta
linea, el conocimiento del profesorado de infantil acerca de qué cuenta como un problema
en este nivel; qué estrategias y heuristicas se pueden utilizar para resolver un problema;
cdmo, porqueé y para qué se argumenta en El; o como se utilizan los simbolos y el lenguaje
para comunicar ideas matematicas son elementos que forman parte del subdominio de C-
PM.

A modo de ejemplo, presentamos una situacién tomada de Cornejo-Morales et al. (2021)
en la cual se transcribe un episodio en el que una maestra de El (P) trata de introducir el
numero 0, y se pone de manifiesto su conocimiento acerca de la argumentacion en el aula
de matematicas de EI. Ademas de P, en dicho episodio intervienen, principalmente, dos
alumnas (E1y E2):

P: ¢Donde esta el cero aqui en la sala? (se acerca a la cinta)
El: En los numeros.

E2: Ahi (indica con el indice la cinta)

P: ¢Aqui? (indica la cinta)

E2: Si.

P: Muy bien E2.

P: El cero, en su cuadrito, ¢tiene algo? (se refiere al cuadro bajo el nimero)
Es: (no hay respuesta)

El: Si.

Es: Si.

No. (variadas respuestas)

P: El nimero cero, ¢tiene algo en los cuadritos?
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Es: No (a coro)

P: ¢Y el nimero 1? ;en los cuadritos tiene algo?
Es: Si (a coro)

P: ¢ Qué tiene?

E1: Un circulo.

P: Un circulo, ¢y el cero tiene algo?

Es: No (a coro)

El: Nada.

P: Nada, ¢por qué tendra nada?

E1: Porque se cuenta a partir del uno.

P: El cero, ¢qué representaria?

Es: (no hay respuesta)

P: Nada, porque no hay nada. Ahora vamos a ver un video...

Partiendo del modelo de la Situacion Argumentativa (SA), que considera cinco
elementos: 1) argumento (,qué se argumenta? y ¢por qué?); 2) interaccion (;quiénes
argumentan?); 3) funcion (¢para qué se argumenta?); 4) caracter (,como se argumenta?);
y 5) matematica (;,sobre qué se argumenta?), los autores del estudio ponen de manifiesto
que, para hacer emerger conocimientos acerca del conteo, el antecesor de un nimero o de
la relacion nimero-cantidad, la maestra moviliza diversos conocimientos acerca de la
argumentacion en matematicas en EI que se ilustran en la Figura 3:

e D

Trabajo en Gran Grupo Funcion de la Argumentacion

Profesor y estudiantes Explicar

Una coleccion con
cero L’/C”IL’I"”.\' no
tiene nada porque se
cuenta desde el uno

Caricter de la Argumentacion Matematica

Relacion niumero — cantidad, conteo,
antecesor de un niumero

\e P
Figura 3. Componentes de la SA. Fuente: Cornejo-Morales et al. (2021)

Con elementos Narrativos

De forma muy sintética, en el centro de la figura se muestra el argumento y en los cuatro
cuadrantes los conocimientos de la maestra alrededor de la argumentacion, especialmente
la funcién y el caracter.

1.1. El Conocimiento Didactico de las Matematicas en Educaciéon Infantil

Todos los modelos de conocimiento del profesorado de matematicas describen, de una
forma u otra, el conjunto de conocimientos psicopedagogicos y didacticos sobre como se
aprenden y como se ensefian las matematicas (Ball et al., 2008; Carrillo et al.; 2018;
Godino et al.,, 2017; Rowland et al., 2005). En nuestro caso, especificamos estos
conocimientos para el caso concreto de El, ya que existen rasgos distintivos de la
ensefianza y el aprendizaje en esta etapa. Desde este prisma, se consideran tres subtipos
de conocimientos que abordan cuestiones que deberian formar parte del profesorado de
infantil para ensefiar matematicas respondiendo a como se adquiere el conocimiento
matematico en infantil y cdmo se ensefia.
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Conocimiento sobre las formas de aprendizaje de las mateméticas en la infancia (C-
FAM)

Tal como indican los antecedentes descritos en las secciones anteriores, los nifios de El
empiezan a desarrollar su pensamiento matematico a partir de la visualizacion de las ideas
matematicas de manera concreta, las situaciones reales y el uso de manipulativos,
principalmente. En la Figura 4, por ejemplo, vemos como mediante la manipulacion de
objetos, los nifios de la Escuela Infantil empiezan a clasificar elementos por un criterio de
color o bien comparan la altura de diversos montones de capsulas de café:

Figura 4. Aprendizaje a través de la manipulacion de objetos. Fuente: Alsina (2015)

Luego, diversos autores sefialan que los nifios son capaces de empezar a representar
mentalmente el conocimiento y avanzar hacia la esquematizacion y formalizacion,
usando otros recursos que promueven este desarrollo. En la Figura 5, por ejemplo, se
observa como unos nifios de infantil han interiorizado un patron y programan un robot
para que lo ejecute y pare en cada una de las flores:

Figura 5. Ejecucion de un patrén representando mentalmente a través de un robot.
Fuente: Alsina y Acosta (2018)

El conocimiento de esta forma general de aprendizaje matematico en la infancia y otras
formas en que los nifios menores de 6 afios se enfrentan al aprendizaje de contenidos
matematicos particulares se incluyen en el C-FAM.
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Conocimiento sobre la planificacion y gestion de actividades de ensefianza de las
matematicas (C-PGA)

Este subtipo de conocimiento aglutina dos caracteristicas esenciales de las préacticas de
ensefianza: por un lado, los conocimientos sobre el disefio de itinerarios o secuencias de
ensefianza a traves de diversos recursos para promover el desarrollo del pensamiento
matematico en EIl y, por otro, qué acciones lleva a cabo el profesorado en el aula para
fomentar dicho desarrollo, lo cual tiene que ver con la planificacion y gestion
respectivamente.

Respecto a la planificacion de itinerarios de ensefianza, se consideran los niveles del
EIEM y los recursos didacticos y las estrategias docentes incluidos en cada nivel (Figura
6):

Nivel informal

Nivel intermedio

Nivel formal

e Contextos reales, eRecursos literariosy eRecursos graficos
materialesy juegos técnolodgicos eRepresentaciény
eExploraciéndel eEsquematizacion, formalizacion
entorno,manipulacién generalizacion

y experimentacion progresiva

Figura 6. Niveles del EIEM. Fuente: Alsina (2018; 2019b)

Para la gestion, se considera la ensefianza de las matematicas a través de los procesos, es
decir, una ensefianza basada en practicas productivas (Alsina,
argumentar, comunicar, conectar y representar. En la Figura 7 se
orientaciones clave en este sentido:

2020d): pensar,
muestran algunas

Resolucion de Razonamiento y Comunicacién Conexiones Representacion
problemas prueba/
Argumentacion
(Qué  situacion  ;Qué buenas ;Como voy a (Con qué bloques ;Qué tipo de
problematica/reto  preguntas voy a fomentar la de contenidos representacion
voy a plantear a plantear para que interaccion? (en matematicos se deben hacer?
los alumnos? los alumnos parejas, en puede relacionar Verbal, grafica,
(Cual  es la argumenten sus pequeflo grupo, laactividad? simbdlica ...
incdgnita/cuales ideas matemadticas etc.) (Desde qué
son los datos? y sus acciones? (Qué vocabulario disciplina voy a
(Conoces  alglin especifico deben plantear el reto?
problema aprender?
vinculado con
éste?
(,Qué pasos vas a
seguir? .../...

Figura 7. Acciones del profesorado para promover una ensefianza de las matematicas a
través de los procesos. Fuente: Alsina (2020d)
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Conocimiento sobre las orientaciones curriculares (C-OCU)

Los conocimientos acerca del curriculo, tanto en lo que respecta a las bases
psicopedagdgicas sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje, la organizacion de la El por
areas en lugar de asignaturas y la evaluacion (inicial y formativa, principalmente) como
elemento indisociable del proceso de ensefianza-aprendizaje, hacen parte del C-OCU.

Desde esta perspectiva, la principal diferencia respecto a las otras etapas radica en el
hecho de que en el curriculo de EI las matematicas no tienen una seccion especifica, sino
que forman parte de areas mas globales como el conocimiento de si mismo y autonomia,
del entorno o bien el lenguaje como herramienta de comunicacion y representacion. En
este sentido, el profesorado debe conocer las matematicas que forman parte de cada una
de estas areas. En el caso espafiol, por ejemplo, (Alsina, 2013) ha realizado un analisis en
esta direccion. A modo de ejemplo, en la Figura 8 se muestra la relacion de contenidos
del curriculo espafiol vigente referentes a los Nimeros y Operaciones.

Area 1. Conocimiento de Exploracion y reconocimiento del propio cuerpo. ldentificacion,

si mismo y autonomia valoracion y aceptacion progresiva de las caracteristicas propias.
personal

Area 2. Conocimiento del -  Cuantificacion no numérica de colecciones (muchos, pocos).
entorno Comparacion cuantitativa entre colecciones de objetos. Relaciones de

igualdad y de desigualdad (igual que, mas que, menos que).

- Estimacién cuantitativa exacta de colecciones y uso de ndmeros
cardinales referidos a cantidades manejables.

- Utilizacion oral de la serie numérica para contar.

- Observacién y toma de conciencia del valor funcional de los nimeros
y de su utilidad en la vida cotidiana.

Area 3. Lenguajes: - Diferenciacion entre las formas escritas y otras formas de expresion
comunicacion y gréfica.
representacion - Iniciacion en el uso de la escritura para cumplir finalidades reales.

Interés y disposicion para comunicarse por escrito y por el uso de
algunas convenciones del sistema de la lengua escrita como linealidad,
orientacidn y organizacion del espacio, y gusto por producir mensajes
con trazos cada vez mas precisos y legibles.

Figura 8. Contenidos de NUmeros y Operaciones para el 2° ciclo de Educacion Infantil.
Fuente: Orden ECI1/3960/2007

De forma sintética, se observa una vision del aprendizaje de los contenidos de numeracion
que tiene en cuenta las necesidades de los nifios de las primeras edades para aprender:
observar los nimeros del entorno y comprender su utilidad; realizar acciones con
cantidades para favorecer su comprension e interiorizacion; etc. En el documento también
se hace hincapié en la representacion de las cantidades, aunque se obvian algunas fases
imprescindibles. Ademas, se omiten las operaciones aritméticas elementales de suma y
resta.

En sintesis, pues, el C-OCU considera el conocimiento de los estandares de contenidos
matematicos que deberian aprender los nifios desde las distintas areas que propone el
curriculo desde una perspectiva critica, teniendo en cuenta lo propuesto por otros autores
y organismos nacionales e internacionales.

CONSIDERACIONES FINALES

En este articulo se han descrito los principales conocimientos para ensefiar Matematicas
en Educacion Infantil. La identificacion de estos conocimientos surge como respuesta a
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la necesidad de disponer de una herramienta funcional que contribuya al desarrollo
profesional del profesorado permitiendo investigar la practica y, a su vez, mejorarla.

Por un lado, los estudios sobre las caracteristicas de la ensefianza de las matemaéticas en
infantil han mostrado el escenario especifico de esta etapa escolar a partir de las
dimensiones planteadas por Alsina (2020a): las finalidades de la ensefianza, haciendo
especial hincapié en el papel de las matematicas intuitivas e informales en la primera
infancia como eslabdn imprescindible para el acceso a las matematicas mas formales; las
préacticas de ensefianza en el contexto del EIEM; y, finalmente, la organizacion de la
ensefianza de los contenidos de Nimeros y operaciones, Algebra, Geometria, Medida y
Anélisis de Datos y Probabilidad.

Por otro lado, a partir de las escasas investigaciones sobre el conocimiento del
profesorado de infantil para ensefiar matematicas que se han realizado haciendo uso
modelos de conocimiento, se ha evidenciado que el conocimiento del contenido
matematico y los conocimientos sobre como ensefiar matematicas en este nivel y la forma
en que aprenden los nifios se presentan como aspectos relevantes del conocimiento del
profesorado de infantil.

Con base en estos datos, se han descrito los conocimientos necesarios para ensefiar
matematicas de forma eficaz en El, organizados en dos grandes tipos: 1) Conocimiento
Matematico en Educacion Infantil (CM-EI); y 2) Conocimiento Didactico de las
Matematicas en Educacion Infantil (CDM-EI). EI CM-EI, como se ha indicado, se refiere
al conocimiento de las matematicas especifico y estructurado que necesita el profesorado
de infantil para promover el desarrollo de conocimientos y habilidades matematicas de
los nifios, e incluye tres subtipos: Conocimientos matematicos intuitivos e informales (C-
lel); Conocimiento de los contenidos matematicos (C-CM) y Conocimiento de los
procesos matematicos (C-PM). Por su parte, el CDM-EI contiene los conocimientos
psicopedagdgicos y didacticos sobre codmo aprenden los nifios y como se ensefian las
matematicas en infantil, y considera tres subtipos: Conocimiento sobre las formas de
aprendizaje de las matematicas en la infancia (C-FAM); Conocimiento sobre la
planificacion y gestion de actividades de ensefianza de las matematicas (C-PGA); y
Conocimiento sobre las orientaciones curriculares (C-OCU).

Aunque se han presentado los conocimientos organizados en tipos y subtipos, estos
elementos no estan aislados, por lo cual el conocimiento que requiere el profesorado de
infantil para ensefiar matematicas es un conocimiento con un caracter dindAmico cuyos
componentes se nutren entre si. Ademas, este conocimiento se desarrolla tanto en
contextos de formacion como en la practica de aula del profesorado. En linea con lo
anterior, conocer los distintos tipos de conocimientos puede ser una herramienta
instruccional que oriente al profesorado de El acerca del conjunto de conocimientos que
deben poner en practica para ensefiar matematicas a nifios menores de 6 afos vy,
adicionalmente, puede ser una herramienta de andlisis al servicio de la investigacion en
Educacion Matematica Infantil. De este modo, en el futuro seré necesario realizar nuevas
investigaciones que permitan validar empiricamente estos tipos de conocimientos
descritos, mejorar y/o refinar su descripcion, utilizarlo en contextos de formacion inicial
y continua del profesorado y promover su difusion en el profesorado y futuro profesorado
de esta etapa educativa. En esta linea, proponemos una formacién en la cual el
profesorado de infantil conozca diferentes formas de actuar y disponga de criterios para
el disefio y la implementacion de actividades y tareas de ensefianza, esto es, saber cuando,
qué y por qué algo es conveniente de ser utilizado para la ensefianza de las matematicas.
Desde esta postura, el profesorado es el responsable de tomar decisiones acertadas durante
la practica docente, por ejemplo, cuando es necesario introducir un conocimiento
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matematico y cudndo es imprescindible que el alumnado indague y construya su
conocimiento, antes de que este sea expuesto por el profesor (Korthagen, 2001).
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Resumen

Este es un estudio exploratorio con enfoque metodoldgico, centrado en la
caracterizacion de las funciones lineales inversas, como funciones biunivocas
e invertibles. EIl objetivo propuesto consistio en identificar algun tipo de
dificultad estructural en estudiantes de primer ingreso universitario al trabajar
con propiedades de una funcion lineal inversa con estructura algebraica
distinta a la estructura de funciones propuestas en los libros de texto asignados
en la carrera. Los resultados de esta experiencia condujeron a la
generalizacion de patrones algebraicos y geométricos, que permitieron
establecer caracteristicas subyacentes en las funciones lineales inversas. A su
vez conllevo a disefiar una teoria metodoldgica basada en el manejo didactico
de contenidos matematicos.
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Abstract

This is an exploratory study with a methodological approach, focused on the
characterization of inverse linear functions as biunivocal and invertible
functions. The proposed objective consisted of identifying some type of
structural difficulty in first-year undergraduate students when working with
properties of an inverse linear function with an algebraic structure different
from the structure of functions proposed in the textbooks assigned in the course.
The results of this experience led to the generalization of algebraic and
geometric patterns, which allowed establishing underlying characteristics of
inverse linear functions. It also led to the design of a methodological theory
based on the didactic management of mathematical contents.
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INTRODUCCION

Muchos investigadores se han preocupado en estudiar las dificultades que confrontan los
estudiantes en el aprendizaje de las matematicas. A través de sus investigaciones han
proporcionado aportes para mejorar el proceso de ensefianza (por ej. Arcavi, 2006; Hoch
y Dreyfus, 2006; Kieran, 2007; Rico-Romero y Lupiafiez-Gomez, 2008; Radford, 2010;
Molina, 2010; Castro, 2012; Vega-Castro, Molina y Castro, 2012; Socas, Hernandez y
Palarea, 2014). En este trabajo centramos nuestra atencion en un tdpico especifico que
hace referencia a las dificultades de los estudiantes al trabajar con funciones lineales
inversas. El objetivo de este estudio consistio en identificar dificultades estructurales en
estudiantes de primer ingreso universitario al trabajar las propiedades de una funcién
lineal inversa con estructura algebraica distinta a la estructura de funciones propuestas en
libros de texto de la carrera.

Dubinsky y Harel (1992) expresan que las funciones representan el concepto matematico
mas importante estudiado desde el jardin de infancia hasta niveles superiores, mientras
que Bernal (2020) expresa que es un contenido relacionado con el ultimo grado de
Educacién Secundaria y el primero de Universidad, que provoca opiniones encontradas
entre los profesores de Colegios, quienes indican que no se cuenta con el tiempo necesario
para profundizarlo. Por otro lado, Welder (2006) indica que el concepto de funcion
dificulta su comprension a muchos estudiantes y que la notacion formal que es un
compendio de informaciones, tiene poco significado incluso para algunos estudiantes
avanzados. Al respecto, Puig y Monzo (2013), desarrollan un modelo de ensefianza de la
familia de funciones con el objetivo de que los estudiantes puedan dotar de sentido al uso
de las transformaciones de las expresiones algebraicas, indicando en el estudio que, en la
ensefianza tradicional a menudo, los estudiantes aprenden estas transformaciones de
forma mecéanica y terminan ejecutandolas sin sentido.

Profundizando un poco mas en el topico de funciones, dado nuestro interés como tema de
estudio, la literatura conduce a indagar en estudios realizados por Even (1992) quien
centra sus investigaciones en las funciones inversas e indica que los estudiantes presentan
una concepcién ingenua de la esencia del concepto de funcién inversa ante la falta de una
adecuada relacion entre conocimiento conceptual y procedimental e indica que los
estudiantes muestran dificultades para distinguir entre una funcion exponencial y una
funcién potencia. Wilson et al. (2011) sefialan que los estudiantes entienden mejor el
concepto de funcion inversa cuando se presenta en un contexto familiar del mundo real.
Por otro lado, Paoletti et al. (2017) luego de realizar una caracterizacion de los
significados de funcion inversa emitidos por 25 profesores en formacion, comentan el
sefialamiento realizado por algunos investigadores de que profesores y estudiantes no
perciben el sentido que conllevan las funciones inversas, por lo que requieren una mayor
profundizacion del tema.

En esta misma linea, Okur (2013) trabaja con una muestra de 137 estudiantes de primer
grado universitario matriculados en el programa de ensefianza de las matematicas
elementales en la Universidad de Anatolia Oriental en Turquia. Los resultados informan
que aproximadamente un 60 por ciento de los estudiantes experimentaron dificultades
para demostrar la suryeccion de una funcién al determinar la inversa de una funcién dada.
Y en una escuela secundaria integral urbana en California, Nolasco (2018), realiza un
estudio con 80 estudiantes, examina el por qué tienen dificultades con las funciones
inversas y qué hacer para apoyar este aprendizaje. Este autor sugiere a docentes y
educadores reconocer que la ensefianza conceptual proyecta mejores resultados que la
instruccion memoristica. Estos aportes sugieren que como educadores se requiere tratar
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de impregnar de sentido los conceptos ensefiados, especificamente alli donde hay
dificultades.

Breen et al. (2015) analizan los datos de dos sistemas educativos diferentes, Irlanda y
Suecia, relacionados al concepto de funcién inversa. Las tareas planteadas en ambos
estudios abordaban el mismo contenido, pero diferian en varios aspectos. A pesar de ello,
las respuestas revelaron componentes similares de las imégenes conceptuales evocadas
tales como las nociones de reflexion, inversién e inyectividad. Observaron que muy pocos
alumnos de ambos estudios dieron una explicacion completa o una definicion formal de
una funcidn inversa en respuesta a las tareas asignadas. En esta linea, Attorps et al. (2013)
realizan un estudio con un grupo de 17 estudiantes de ingenieria sobre funciones y
funciones inversas con la ayuda de GeoGebra, donde plantean como contribuye el uso de
la tecnologia como herramienta pedagdgica a la comprension del concepto de funcion
inversa. El experimento revelé que las imagenes conceptuales de los estudiantes en el
postest estaban mas desarrolladas en comparacién con los resultados del pretest. De
acuerdo al estudio de los autores la ensefianza de las funciones y funciones inversas sin
el uso de la tecnologia, induce muchas veces a resultados no satisfactorios y conlleva a
dificultades en el trabajo de los estudiantes.

Atendiendo los aportes presentados en las distintas investigaciones vemos que existe una
diversidad de dificultades. Segun Vincent, Pierce y Bardini (2017) algunas dificultades
confrontadas por los estudiantes pueden residir, no en conceptos nuevos, sino en
fundamentos poco solidos y en comprensiones estructurales limitadas e inflexibles de las
matematicas establecidas con anterioridad en su experiencia de las matematicas. Rico
(2003) expresa que las dificultades presentadas por los estudiantes deben ser consideradas
como interrogantes, a las cuales como docentes de matematicas se requiere la busqueda
de una respuesta. Indica que las dificultades son estimulos para disefiar estrategias de
superacion, retos para reflexionar y comprender las distintas variables que intervienen en
aquellos procesos de ensefianza cuyo control parece que se nos escapa. Una alternativa
para reducir las dificultades presentadas por los estudiantes consiste en cambiar la forma
en la cual se presenta el Algebra en libros de texto y paginas web', el cual es un factor
determinante del curriculo para una mayoria de profesores, quienes tienen la tendencia a
ensefiar algebra estrictamente como esta en los textos (Kieran, 1992). En este sentido, una
ensefianza de la Matematica basada en la reproduccion de modelos dados por el profesor
o presentados en los libros de texto y paginas web, induce a que los estudiantes aprendan
repitiendo conceptos y proposiciones hasta memorizarlos, asimilando férmulas y
algoritmos a partir de ejercicios rutinarios, careciendo de estimulos de reconocimiento,
creacion e invencidn de nuevas estructuras. En esta misma linea, Vega-Castro, Molina 'y
Castro (2012) sefialan que para atenuar las dificultades en los estudiantes son necesarios
trabajos que informen acerca de cdmo promover el sentido estructural en la educacién
obligatoria. Indican que se requiere que los profesores consideren tipos de contextos y
tareas, donde las expresiones se consideren como objetos, analizando sus estructuras, con
el proposito de evitar la influencia de la fluidez de los estudiantes en la ejecucion de
operaciones con expresiones algebraicas.

Considerando los sefialamientos metodoldgicos establecidos por Rico (2003), Kieran
(1992) y Vega-Castro, Molina y Castro (2012), y persiguiendo los intereses de este
estudio, la literatura expresa a traves de Castro, Rico y Castro (1995) que una estrategia
importante en la resolucion de problemas matematicos es la creacién y el reconocimiento
de patrones, examinando casos especiales, organizando a continuacién los datos
sistematicamente, determinando un patron y usandolo para obtener la respuesta. Sefialan
como ejemplo el caso de hacer generalizaciones con expresiones algebraicas que implican
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patrones de tipo lineal o cuadrético, trabajo éste que debe ser parte integrante del curriculo
de matemaéticas. En esta via, Radford (2010) propone la siguiente definicion:

Generalizar un patron algebraicamente se basa en la capacidad de captar algo en comin
observado en algunos elementos de una secuencia S, siendo conscientes de que esta simi-
litud se aplica a todos los términos de S y ser capaz de usarlo para proporcionar una
expresion directa cualquiera que sea su término de S. Expresado en otra forma, la gene-
ralizacion algebraica de un patron se basa en el darse cuenta de algo en comin que luego
es generalizado a todos los términos de la secuencia y que sirve como una orden para
construir expresiones de elementos de la secuencia que quedan fuera del campo de per-
cepcion. (p. 42)

Preocupados por los resultados presentados por el Programa para la Evaluacion
Internacional de Alumnos de la OCDE (PISA) y conocedores de las dificultades de
nuestros estudiantes al trabajar con estructuras algebraicas se tomd como fundamento de
motivacion las consideraciones, aportes y sefialamientos presentados por investigadores
matematicos que hacen referencia al estudio de nuestro interés. Estos aportes condujeron
a una experiencia de aprendizaje que consideramos ayudard a mejorar nuestro sistema de
ensefianza. La experiencia de aprendizaje fue desarrollada dentro del tépico funciones
lineales inversas en un curso de matematicas para ingenieria informatica.

Generalidades de las Funciones Lineales Inversas (FLI)

En la actualidad el concepto de funcion es de suma importancia en el ambito de las
matematicas y suele ser muy utilizado para representar e interpretar modelos matematicos
en la resolucion de problemas de la vida real. Esta seccion del trabajo se centra en
describir caracteristicas especificas de las funciones lineales de la forma f(x) = mx + b
y sus inversas. Con respecto a los parametros (pendiente m y ordenada al origen b) que
intervienen en la estructura de la funcion lineal dada, se presenta la restriccion que el
valor de estos parametros debe ser distinto de cero, considerando que para m = 0, la
funcion toma la forma f(x) = b, dando lugar a una funcién constante, cuya grafica es
una recta paralela al eje x, que no cumple la propiedad de una FLI. En este topico
encontramos también la funcion identidad, funcion lineal de la formay = x, conm =1
y b = 0, funcion que tiene la propiedad de bisecar el primer y tercer cuadrante de R-
cuadrado en angulos exactamente iguales y que ejerce notable influencia en el trazado de
la gréfica para las funciones inversas.

En relacién a la definicion de este concepto son muchas las coincidencias en libros de
texto por diversos autores. Por ejemplo, en la literatura presentada por Pestana et al.
(2007) senala que: “Una funcion es una regla cualquiera que hace corresponder un
namero real y s6lo uno a cada nimero de un cierto conjunto, es decir, f(x) es el valor de
la funcion f en el punto x” (p.127). Segun Swokowski y Cole (2012), para definir la
funcién inversa de una funcidn es esencial que la funcion sea biunivoca, la cual definen
como sigue:

Una funcion f con dominio D y rango R es una funcion biunivoca si cualquiera de las
dos condiciones equivalentes se satisface:

1. Siempre que a # b en D, entonces f(a) # f(b) enR.
2. Siempre que f(a) = f(b) enR,entoncesa = b enD. (p.294)

Estos autores sefalan la existencia de la prueba grafica de la recta horizontal: “Una
funcion f es biunivoca si y solo si toda recta horizontal cruza la grafica de f a lo més en
un punto” (p. 294). Posteriormente, plantean el siguiente teorema que atiende parte
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especifica de este trabajo: “Las funciones crecientes o decrecientes son biunivocas
1. Una funcion que es creciente en todo su dominio es biunivoca.
2. Una funcidn que es decreciente en todo su dominio es biunivoca” (p.295).

Swokowski y Cole (2012) definen una funcidn inversa de la siguiente forma:

Sea f una funcion biunivoca con dominio D y rango R. Una funcion g con dominio Ry
rango D es la funcion inversa de f, siempre que la condicion siguiente sea verdadera para
todaxenDytodayenR:y = f(x) siysolosi x = g(y). (p.296)

En referencia a las funciones inversas otras definiciones encontradas son las siguientes:
“La funcién inversa de una cierta f dada es (si es que existe) otra funcién llamada f 1,
talque (f o fTD)(x) =x=(f"1 o f)(x) cuando estas composiciones tienen sentido”
(Pestana et al., 2007, p.134). Otra definicion la encontramos en Aguilar et al. (2016)
quienes definen las funciones inversas como sigue: “Sea f una funcion inyectiva con
dominio A 'y contradominio B; la funcién g que satisface f(g(x)) = x, se llama funcion
inversa de f y se denota f~1(x) con dominio B y contradominio A” (p.45). Posterior a
esta definicion Aguilar et al. (2016) sefialan las siguientes propiedades:

Si f es una funcién con inversa f~1, entonces:
1. Eldominiode f~* es el rango de f y el rango de £~ es el dominio de f.
2. (feof D) =x (frofll)=x
3. f~lesinvertible y su inversaes f
4

Si f es una funcidn real entonces la grafica de f~es el reflejo de f sobre la
funcion y = x. (Aguilar et al., 2016, p. 46)

Considerando que este trabajo estd enfocado en las FLI identificadas como funciones
invertibles, y dado que en el estudio sale a relucir la terminologia reversible, indagamos
en el Diccionario de la Real Academia Espafiola (s.f.) para clarificar estos términos.
Serfiala que el término invertible presenta como significado que se puede invertir, cambiar,
sustituyendo por su contrario, la posicion, el orden o el sentido de las cosas. Mientras que
el término reversible proviene del latin reversus, el cual significa que puede volver a un
estado o condicion anterior, refiere a los pasos que se siguieron en un sentido y como
serian en el orden inverso, por ejemplo, entrar y salir de una ciudad realizando el mismo
recorrido en ambos sentidos.

METODO

Este es un estudio exploratorio basado en una experiencia de aprendizaje. El estudio se
realizd con un grupo de 17 estudiantes de primer nivel universitario de la Universidad de
Panama, en la asignatura de Matematicas del periodo correspondiente al primer semestre
de 2019. Se asigno una tarea en un instrumento de Evaluacién individual cuya pretension
estuvo basada en detectar alguna situacion de dificultad en los estudiantes de la carrera al
trabajar las propiedades de las funciones lineales inversas empleando una estructura
algebraica distinta a las estructuras estudiadas en clases. En el estudio se presentaron
respuestas no satisfactorias en 15 de los 17 estudiantes. No obstante, el trabajo realizado
por dos estudiantes, Tomas y Santiago", induce a la labor de investigacion, realizando un
analisis profundo de la dificultad encontrada y que condujo a emplear como técnica un
caso de estudio intrinseco (Stake, 1998). A su vez, dadas las cualidades de la resolucion
presentada por ambos estudiantes conllevé a establecer una teoria metodologica para la
ensefianza del topico en mencion.
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Disefio

El disefio de esta experiencia estuvo orientado por tres sefialamientos metodoldgicos y el
uso de los descriptores del sentido estructural propuestos por Vega-Castro (2013, pp.88-
90). Los sefialamientos metodoldgicos considerados fueron tres. Primero: Considerar
dificultades mostradas por estudiantes como interrogantes a resolver, propuesto por Rico
(2003). Segundo: EIl sefialamiento presentado por Kieran (1992), acerca del curriculo en
matematicas, indicando que el primer paso para cambiar la forma de ensefiar algebra es
cambiar la forma en que se presenta el algebra en los textos. Tercero: la invitacion de
Vega-Castro, Molina y Castro (2012) a atenuar las dificultades de los estudiantes

considerando tipos de contextos y tareas, que requieran la consideracion de expresiones
como objetos, analizando la implicacion que conllevan sus estructuras.

Desarrollo del disefio

El disefio consistié en afiadir a un problema 4, de un Instrumento de Evaluacion
Individual, una tarea con la estructura de un patrén algebraico modificado, el cual
contenia la estructura de una funcién lineal algebraica no comdn a las propuestas en los
libros de texto sugeridos en la asignatura de la carrera cursada por el grupo de estudiantes.

En clases los estudiantes habian trabajado el tema de relaciones y funciones, y dentro de
este ultimo, habian estudiado la definicion, la composicion, tipos especiales de funciones
(biyectivas o biunivocas) y la verificacion de la inversa de diversos tipos de funciones
(lineales, cuadraticas, cubicas, y otros). Para la construccion de las graficas de las
funciones lineales y sus inversas, trabajaron primeramente en sus cuadernos de apuntes.
Posteriormente, se realizaba el mismo trabajo con ayuda del software GeoGebra. Sin
embargo, el dia de la aplicacion del Instrumento de Evaluacion se solicité a los estudiantes
realizar la construccion de las graficas a mano alzada. Primeramente, se realizé una breve
busqueda de problemas propuestos (Kieran, 1992) y se detectd dos tipos de patrones
algebraicos de funcion lineal y su funcion inversa (ver Tabla 1). EI primer ejemplo de la
Tabla 1 conlleva un tipo de patron algebraico para la funcion lineal, donde la estructura
de la funcion algebraica es de la forma f(x) = mx + b, y el segundo ejemplo conlleva
un segundo tipo de patrén algebraico con estructura de la forma f(x) = x + b.

Tabla 1. Tipos de ejemplos propuestos en libros de texto de la asignatura

Ejemplo Funcion lineal Funcion Inversa
1 f(x)=3x-5 f1(x)=(x+5)/3
2 fx)=x—4 flx)=x+4

En funcion de los patrones encontrados y buscando indagar en el proceso de ensefianza
basado en el manejo didactico de estructuras dentro del proyecto de Sentido Estructural
en el cual se desarrolla el estudio, se considerd observar detenidamente los descriptores
del sentido estructural planteados por Vega-Castro (2013, pp. 88-90). A raiz de esta
observacion, surge la interrogante: ¢Qué sucederia si se realiza una modificacion a la
estructura de la funcién lineal del segundo ejemplo, esto es, si se invierte el orden y forma
de la estructura de la funcién originalmente dada? En este caso, sucederia que el valor del
coeficiente de x como pendiente de la recta pasaria a ser negativo y el valor de la ordenada
al origen pasaria a ser positivo. Se optd por invertir el orden en los términos de la
estructura y cambiar el valor de la ordenada al origen, quedando el segundo patrén
algebraico expresado como f(x) = 3 — x. A partir de esta estructura, el problema que
permitiria analizar el desempefio de los estudiantes con respecto a las FLI fue redactado
mediante cuatro items de la siguiente forma:
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Dada la funcion lineal f(x) = 3 — x.
1. Dibuje la gréfica
2. Analice si la funcion es biyectiva. Justifique su respuesta.
3. Pruebe analiticamente que f(x) es invertible
4. Construya la grafica para f~1(x).

Considerando que dentro del proceso de ensefianza se busca presentar pequefios retos a
los estudiantes, en este sentido, realizar una modificacion a la funcion propuesta en el
libro de texto a través de la inversion de la estructura de la funcidon algebraica dada, es de
considerar, ayudaria a observar la presencia de alguna dificultad en el trabajo de los
estudiantes.

Analisis preliminar de las experiencias

En esta seccion presentamos el anlisis del desempefio de Tomas, al verificar el trazado
de la grafica para la FLI propuesta. Durante el desarrollo del Instrumento de Evaluacion,
solo Tomas, interroga a la Investigadora. En ningiin momento estuvo satisfecho de los
resultados obtenidos al trazar la grafica. En lo siguiente, se detalla las interrogantes de
Tomas desde su mesa de trabajo en el aula de clases:
-. Tomas: Profesora, no me sale la construccion de la grafica del problema 4. (Es
posible que haya algun error en el problema?

-. Profesora: No, el problema 4 no tiene errores.

Tomas no conforme con las respuestas de la Profesora, se levanta y camina hasta el
escritorio e indaga a la Profesora.

-. Tomas: Profesora, podria indicarme donde tengo el error, las graficas me coinciden
una sobre la otra.

La Profesora observa rapidamente la resolucion planteada por Tomas.
-. Profesora: Tomas, construya las graficas de las funciones en un sélo plano.

RESULTADOS

En esta seccion, se presenta el trabajo realizado por Tomas y Santiago para probar que
efectivamente la funcion lineal f(x) = 3 — x es inversa.

Enunciado 1. Dibuje la graficade f(x) =3 — x

Resolucion de Tomas: Primeramente, en la Figura 1, a la izquierda, se observa la tabla de
valores para la funcion f (x) y a la derecha, la construccion de la grafica de la funcién lineal
que confecciona. Tomas coloca los pares ordenados (—2,5), (—1,4),(0,3), (1,2) y (2,1)
en el plano dibujado, no enumera las coordenadas del plano cartesiano, ni coloca el sentido
a la recta trazada. Aunque se sobreentiende que la recta desciende a la derecha de acuerdo
a los valores de los pares ordenados de la Tabla de valores.
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Figura 1. Tabla de valores y gréfica de f(x) construida por Tomas.

Resolucion de Santiago: Santiago presenta en un mismo plano las graficas para f(x) y
f~1(x). Construye la tabla de valores ubicada a izquierda de la Figura 2. Posteriormente,
coloca correctamente los pares ordenados (—2,5), (—1,4),(0,3), (1,2) y (2,1)
correspondientes a la grafica de f(x) en la parte superior del plano.

F(x)V=3-A

X | £ (x)
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O 3

1 7
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Figura 2. Gréfica de la funcion f(x) y f~1(x) construida por Santiago

Enunciado 2. Analice si la funcién es biyectiva. Justifique su respuesta

Resolucion de Tomas: En la Figura 3 se muestra la justificacion que presenta Tomas luego
de analizar conceptualmente la biyectividad de la funcion.
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Figura 3. Justificacién de biyectividad presentada por Tomas.
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Resolucion de Santiago: Por su parte Santiago, muestra en la Figura 4 el analisis y la
justificacion de la biyectividad del problema construyendo un diagrama de conjuntos.
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Figura 4. Justificacion de biyectividad presentada por Santiago.
Enunciado 3. Pruebe analiticamente que f(x) es invertible

Resolucion de Tomas: En la Figura 5, se muestra la respuesta de Tomas al enunciado 3.
En el desarrollo ubicado a la izquierda, Tomas despeja el valor de y para obtener x en
funcién de y, derivando asi de la expresion f(x) = 3 — x, la expresion x = 3 —y, que
conllevaa f~1(x) = 3 — x. Posteriormente, la imagen de la derecha en la Figura 4 muestra
de acuerdo a los célculos analiticos, que Tomas prueba la propiedad sefialada por Pestana
et al. (2007) y por Aguilar et al. (2036).

Q fip=3-x e =F (39
Yz 3-X =339

Y+¥ =3 =X
X= 2-Y

Figura 5. Prueba de que f(x) es invertible realizada por Tomas.

Podemos observar que Tomas escribe f~1(f(x)) = f(3 — x) y que la escritura correcta
es f1(f(x)) = f~1(3 — x), pero este error no impide que Tomas verifique la inversa
de la funcion. Aunque se sugiere para proximos estudios solicitar se pruebe el sentido

inverso  f(f~1(x)) = x, donde f(f 1(x))=3—f1(x), luego f(f*(x))=3 -
(3—x)=x.
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Resolucion de Santiago: Se muestra a continuacion la forma de obtener la inversa de la
funcién realizada por Santiago. Obsérvese la Figura 6.

e (x) = 3-%
I\f._- }L-g Paso 1
Y-3=X Pasol

)f"a = L]J Paso 3

Figura 6. Prueba de que f(x) es invertible realizada por Santiago.

Se observa en la Figura 6 que Santiago al probar analiticamente que f(x) es invertible y
resolver para x como funcién de y, sustituye f(x) por y, asume intercambiar la expresion
3 — x de la funcion lineal dada por la expresion x — 3 como se muestra en el paso (1).
Posteriormente, en el paso (2) traslada el —3 del miembro derecho al miembro izquierdo
conservando el mismo signo a este término, luego de realizada la trasposicion, finalmente
concluye que y = x — 3.

Enunciado 4. Construya la gréafica para f~1(x) =3 — x

Resolucion de Tomas: Tomas construye correctamente para f~*(x) = 3 — x una tabla de
valores y luego coloca los pares ordenados (5,—2), (4,—1), (3,0), (2,1) y (1,2) (ver
Figura 7). A partir de estos datos se observa a la derecha de la Figura 7 la construccion de
la gréafica de la funcion lineal inversa. De acuerdo a las tablas de valores construidas por
Tomas, indica que el dominio de f~1(x) es el rango de f(x) y que el rango de f~*(x) es
el dominio de f(x).

Sﬂ)\lﬁ\ Ca F‘d)()

Figura 7. Tabla de valores y grafica de f ~1(x) construida por Tomas

Al contrastar las graficas de la Figura 1 y Figura 7 elaboradas por Tomas, se observa que
las lineas de las gréaficas correspondientes a f (x) y f ~1(x) pasan por los mismos puntos.
Cortan en ambas los ejes coordenados en los puntos (3,0) y (0,3). No obstante, este
recorrido se realiza en sentidos distintos. Tomas al no colocar el sentido que conlleva
cada linea, le impide observar la reversibilidad de las mismas. En este caso surge la
conjetura de que esta sea la situacion por la cual Tomas no se sentia conforme con los
resultados obtenidos al construir la gréfica, dado que en las practicas realizadas en clases
en ningln momento se les presentd una estructura grafica con esta forma. Se considera
que la forma como se redactd la indicacion para la construccion de las gréaficas del
problema propuesto (enunciados 1y 4) fueron una limitante para Tomas quien construyé
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las gréficas de las funciones en plano separados. Ademas, en ningn momento se les
sugirid colocar el sentido del recorrido de las lineas.

Resolucion de Santiago: Santiago no construye la tabla de valores para f~1(x), pero de
acuerdo a la gréfica que se presenta en la Figura 2, muestra haber considerado los pares
ordenados (-2,-1), (-1,-2),(0,-3),(1,—4), (2,-5). Es decir, muestra haber
considerado como dominio de f~1(x) el dominio de f(x) y como rango de f~1(x) ha
invertido el orden del rango de f(x) cambiando los signos. Se puede observar que coloca
el sentido de las lineas correspondientes a la gréfica de las funciones f(x) y f~(x) en
direccion contraria. Luego, se observa que las lineas son paralelas, lo cual muestra que
Santiago presenta una confusion con el patron geométrico de la funcién presentada en el
instrumento de evaluacion.

ANALISIS DE LA DIFICULTAD ENCONTRADA

Iniciamos aqui el proceso de manejo didactico del contenido matematico en estudio como
busqueda de respuesta a la dificultad presentada por ambos estudiantes.

Primer sefialamiento metodologico: Considerar las dificultades mostradas por el
estudiante como interrogantes a resolver de acuerdo a sefialamiento realizado por Rico
(2003). Estas dificultades condujeron a indagar un poco mas y buscar una posible
solucion al problema

1. Dificultad de Tomas: se procedio a analizar el dialogo que surgio con el estudiante
Tomas, donde se percibe la presencia de una dificultad en su comprension res-
pecto a la estructura gréafica de la funcion. Tomas muestra inseguridad al trazar la
estructura grafica de la imagen inversa correspondiente a la funcion inicialmente
dada.

2. Dificultad de Santiago: Asume que la estructura gréfica de la FL1 al actuar como
reflejo de la funcion lineal dada inicialmente, debe manifestarse como una recta
paralelaa f(x), considerando que las estructuras graficas de f(x) y f~1(x) son
iméagenes reflejo una de la otra con respecto a la funcion y = x, segin sefiala
Aguilar et al. (2016) en la cuarta propiedad propuesta.

Ante la inseguridad y dificultad presentadas por Tomas y Santiago, cabe sefialar la
importancia del uso de la tecnologia como herramienta pedagogica para la comprension
del concepto de funcidn inversa (Attorps et al., 2013).

Segundo sefialamiento metodoldgico: Cambiar la forma en la cual se presenta el
Algebra en los textos y paginas web, seguin sefialamiento hecho por Kieran (1992).

Se procedio a realizar una revision de problemas propuestos que atienden a las FLI en
libros de texto y paginas web, con el objetivo de extraer informacidn adicional acerca de
las diversas ejemplificaciones utilizadas para el tema en estudio, y su relacién con las
dificultades encontradas al proponer cambios en la nueva tarea asignada a los estudiantes.
De esta revision se observa en la Tabla 2 que, en su mayoria los ejemplos presentados en
los libros de texto y paginas web revisados y que atienden a las FLI, poseen un patron
estructural algebraico muy similar, que presenta la forma f(x) =mx +b y otros
ejemplos propuestos y desarrollados cuyo patrén algebraico posee la forma f(x) = x +
b. Observemos otros ejemplos afiadidos a los ya presentados en la Tabla 1.
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Tabla 2. Otros ejemplos propuestos en libros de texto y paginas web

Funcion lineal Funcion Inversa
f(x) =4x -3 1) = (x+3)/4
f(x)=-2x+3 f1)=B-x)/2
f(x) =x+4 flx)=x—4

Tercer sefialamiento metodoldgico: Considerar el analisis de estructuras algebraicas
para promover el sentido estructural segin sefialamiento propuesto por Vega-Castro,
Molina y Castro (2012).

El objetivo de intentar promover el sentido estructural conduce al andlisis de las
estructuras de las expresiones considerandolas como objetos. Este objetivo a su vez
conlleva a atenuar las dificultades mostradas por los estudiantes, para lo cual se proponen
cuatro estrategias.

Estrategia 1. Analizar similitudes y diferencias de ejemplos encontrados en libros de
texto y paginas web para la busqueda de un patron algebraico que caracterice las
estructuras de las expresiones dadas.

Luego de analizar similitudes y diferencias en los ejemplos presentados en la Tabla 1 y
Tabla 2, incluyendo el ejemplo de la tarea con la funcién f(x) = 3 — x, propuesta a los
estudiantes en el instrumento de evaluacion individual, se observan tres casos de patrones
algebraicos subyacentes en la estructura de una funcion lineal de la forma f (x) = mx + b.
En la Tabla 3 se muestra cada patron generalizado y sus respectivos ejemplos con diversos
valores reales para la ordenada al origen.

Tabla 3. Casos de patrones algebraicos que caracterizan las FLI

Casol. f(x) =mx+b Caso 2. f(x) =x+b Caso3. f(x) =—x+Db

f(x)=2x-3 f(x)=x-3 fx)=—x+3
fGo) =3x+1/, feo =x+1/, fe) =-x-1/,
f(x) =5x—+3 f(x) =x—+3 f(x) =—x++3

Estrategia 2. Analizar estructuralmente el contenido de los casos de patrones
algebraicos obtenidos, de forma que permita identificar y describir caracteristicas del
tema en consideraciéon (considerar sefialamiento de Castro, Rico y Castro, 1995 y
definicién propuesta por Radford, 2010).

Al analizar los casos de patrones algebraicos de la Tabla 3 se pudo estructurar las
respectivas restricciones para la forma generalizada de cada caso de FLI encontrada:

- Enlos tres casos es posible asignar cualquier valor real a la ordenada al origen.
Este valor no influye en el comportamiento de la forma adquirida por la gréafica
que corresponde a cada caso.

- Se requiere que tanto el valor de la pendiente m, como el valor de la ordenada al
origen b, sean distintos de cero en los tres casos.

- El comportamiento de la gréafica de la FLI varia en funcién del valor del parame-
tro m como pendiente de cualquier funcion lineal dada. Es decir, la pendiente m
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en el Caso 2 es estrictamente igual a 1, mientras que la pendiente m en el Caso 3
es estrictamente igual a -1. Observemos:
Caso 1. Que la pendiente m sea un nimero real distinto de {—1,0,1}.

Caso 2. Que la pendiente sea estrictamente m = 1
Caso 3. Que la pendiente sea estrictamente m = —1

Estrategia 3. Establecer caracteristicas algebraicas y geométricas.
a. Caracterizacion Algebraica

Este analisis conlleva a describir caracteristicas en cada patrén algebraico generalizado.
En la Tabla 4 se presenta la caracterizacion algebraica de las FLI a través de las
cualidades de las estructuras que presentan cada uno de los patrones algebraicos
encontrados dentro de cada caso. Cabe sefialar que para el Caso 1, en el cual f(x) =

mx + b y donde m es un nimero racional de la formam = %,c # 0, luego:
a.l. Para ¢ =1, el patrén algebraico de la FLI queda expresado de la forma
[0 =22
a
a.2. Para ¢ # 1, el patron algebraico de la FLI queda expresado de la forma
f‘l(x) _ c(x+b)
—

Tabla 4. Caracterizacion algebraica de las FLI

Caracteristicas / Caso Caso 1 Caso 2 Caso 3
Patron algebraico de la _ _ _
funcion lineal dada flx) =mx£b f)=x%b fl)=-xxb
Patron algebraico de la _ x+b
FLI e =—,
_ 1) =x7F 1(x)=—x+
B c(x T b) flx)=x*b f1(x) x+b
) =——
Condicion de la La pendiente m puede  La pendiente es La pendiente es
estructura de la funcion  ser cualquier valor estrictamente estrictamente
en todos los casos para  real, excepto _ _
0b=0 m=1 m=-—1
mEooF {-1,0,1}
Signo de la ordenada al ~ Presenta variacion Presenta variacion No presenta
origen en las FLI variacion

b. Caracterizacion Geométrica
b.1. Caracterizacion geométrica de las funciones f(x) y f~1(x) para el Caso 1

A raiz de los tres casos de generalizacion algebraica obtenida, en esta seccidn se describen
las caracteristicas del comportamiento geométrico de una funcién modelo para el Caso 1,

la funcién es f(x) = 3x — 2 y suinversa f~1(x) = % estableciendo de esta forma un
patrén geométrico para el Caso 1 (ver Figura 8).

Caracteristicas del comportamiento
- Se interceptan en un punto y son inversas entre si,
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- Son cortadas por la funcion y = x, formando angulos simétricos respecto de la fun-
cion identidad,

- Ambas son crecientes o decrecientes a la vez, es decir, ambas son rectas que se ele-
van a la derecha o ambas descienden a la derecha.

flz)=3z—-2

4

Figura 8. Patron geométrico del Caso 1.

b.2. Caracterizacion geométrica de las funciones f(x) y f~1(x) para el Caso 2

Para el Caso 2, se utilizan como funcién modelo f(x) = x + 3 y su inversa f~1(x) =
x — 3,y se describen las caracteristicas del comportamiento geomeétrico estableciendo de
esta forma un patron geométrico para el Caso 2 (ver Figura 9).

Caracteristicas del comportamiento

- No se interceptan, son paralelas y son inversas entre si.

- No son cortadas por la funcion y = x, en ningun punto, se muestran como reflexio-
nes a distinto lado y son paralelas a la funcién identidad,

- Ambas son crecientes, es decir, son rectas que se elevan a la derecha.

./

Figura 9. Patron geométrico del Caso 2.

b.3 Caracterizacién geométrica de las funciones f(x) y f ~1(x) para el Caso 3

Para el Caso 3, se utiliza como funciéon modelo la funcién aplicada a los estudiantes en
el instrumento de evaluacion individual, f(x) = 3 —x y suinversa f~1(x) = 3 — x. Se
describen las caracteristicas del comportamiento geométrico, estableciendo de esta forma
un patron geométrico para el Caso 3 (ver Figura 10).

Caracteristicas del comportamiento
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- No se interceptan, son reversibles, se superponen una sobre otra en direccion contra-
ria, y son inversas entre si.

- Ambeas lineas son cortadas perpendicularmente en un mismo punto por la funcion
identidad.

- Mientras la funcion f(x) desciende a la derecha, f~1(x) = g(x) asciende a la iz-
quierda.

a. Trazado de la grafica f(x) b. Trazado de la gréfica f~1(x)

N

fla)=-x+3 \ flry=—x+3

Figura 10. Patron geomeétrico del Caso 3.

Estrategia 4. Impregnar de sentido la dificultad encontrada

Esta estrategia se presenta con el interés de ayudar al estudiante a la fijacion del
aprendizaje de este topico, para lo cual considerando que el tema de las funciones lineales
inversas esta intimamente ligado a la fenomenologia de la reflexion de la luz y buscando
impregnar de sentido la dificultad encontrada, se han establecido similitudes y diferencias
entre la estructura grafica de las FLI (en el Caso 1y el Caso 3) y la estructura grafica
correspondiente a este fenomeno de las ciencias fisicas. De forma que permita al
estudiante familiarizar las estructuras algebraicas y gréaficas de las funciones en estudio
con situaciones de la vida real para la fijacion del conocimiento.

a. Contrastando la estructura grafica presentada en el Patron Geométrico del Caso 1
(ver Figura 8) con la estructura gréafica de un rayo de luz incidente en forma obli-
cua en un determinado plano (ver Figura 11), podemos observar similitudes y di-
ferencias.

Rayo incidente
Normal al plano

Rayo reflejado

Figura 11. Incidencia y reflexion de la luz en una superficie. Fuente: Elaboracion
propia.

Similitudes. De acuerdo a las leyes de la reflexion de la luz al incidir oblicuamente un
rayo luminoso sobre una superficie, el rayo incidente, el rayo reflejado y la normal se

52



Caracterizacion de funciones lineales inversas. Un estudio de casos basado en una experiencia de
aprendizaje

encuentran en el mismo plano, ademas el angulo de incidencia con la normal es igual al
angulo de reflexion. De igual forma en las FLI el angulo formado por la funcién f(x)
con la funcidn identidad es igual al &ngulo formado por f~1(x) con la funcién identidad.
De esta forma la funcion y = x en las FLI, ejerce las veces de la normal al plano o
superficie en la reflexion de la luz, forma angulos simétricos entre ambas funciones.

Diferencias. Se aprecia que el rayo reflejado en el plano (ver Figura 11) no muestra el
mismo sentido que el rayo incidente, mientras que las funciones f(x) vy f~1(x),
siguiendo las tablas de valores, muestran el mismo sentido, ambas son rectas que se
elevan a la derecha o ambas son rectas que descienden a la derecha.

b. Contrastando la estructura grafica presentada en el Patron Geométrico del Caso 3
(ver Figura 10) con la estructura gréfica de un rayo de luz incidente en forma
rectilinea en un determinado plano (ver Figura 12), podemos observar similitudes
y diferencias.

Similitudes. La funcién f(x) y f~1(x) utilizan la misma trayectoria de ida y vuelta, son
reversibles. De igual forma el rayo incidente y el rayo reflejado utilizan la misma
trayectoria de ida y vuelta, dando lugar a la reversibilidad de la trayectoria Optica, el rayo
de luz regresa por el mismo camino.

Diferencias. Se aprecia que el rayo incidente y el rayo reflejado son paralelos a la normal
al plano (ver Figura 12), mientras que las funciones f(x) y f~*(x) ambas son rectas
perpendiculares a la funcion y = x o funciéon identidad.

a. Rayo incidente en una superficie b. Rayo reflejado en una superficie
Ravo Incidente Rayo Reflejado
Normal al Plano Mormal al Plano

Figura 12. Similitudes y diferencias con el Patron geométrico del Caso 3.
Fuente: Elaboracion propia.

DISCUSION

En este trabajo el objetivo propuesto consistio en identificar dificultades estructurales en
estudiantes al verificar propiedades de las funciones lineales inversas mediante estructura
de una funcién lineal algebraica no trabajada en clases. El desarrollo de este objetivo
condujo a la generalizacién de patrones algebraicos y geométricos, que conllevaron a
establecer caracteristicas subyacentes en las funciones lineales inversas y al posterior
disefio de una propuesta metodoldgica para el manejo didactico de contenidos
matematicos dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje de las FLI. Con la
caracterizacion algebraica establecida en la Tabla 4 y las caracteristicas del
comportamiento geométrico deducidos de las Figuras 8, 9 y 10, el estudiante podra
identificar a través de la estructura algebraica de cualquier funcién lineal dada, el tipo de
patrén algebraico y geométrico al cual corresponde una determinada funcion. Este trabajo
se propone como estudio de manejo didactico de contenidos matematicos para futuros
formadores de matematicas, de forma que les permita aplicar los sefialamientos y
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estrategias propuestos por los investigadores, aqui citados, a la orientacion del desarrollo
de sentido estructural en sus estudiantes. Por tanto, se ha desarrollado como propuesta de
aprendizaje la siguiente metodologia:

Primer sefialamiento metodol6gico. Considerar las dificultades mostradas por los
estudiantes como interrogantes a resolver (Rico, 2003).

Segundo sefialamiento metodoldgico. Realizar revisiones de problemas propuestos en
libros de texto y paginas web, para innovar la formaen que se presenta el Algebra (Kieran,
1992).

Tercer sefialamiento metodoldgico. Considerar el analisis de estructuras algebraicas
para promover el sentido estructural (Vega-Castro, Molina y Castro, 2012). En este
sefialamiento metodoldgico se propone:

Estrategia 1. Analizar similitudes y diferencias de ejemplos encontrados en libros de
texto y paginas web para la busqueda de un patrén algebraico que caracterice las
estructuras de las expresiones dadas.

Estrategia 2. Analizar estructuralmente el contenido de los patrones algebraicos
obtenidos de forma que permita identificar y describir caracteristicas del tema en
consideracion (considerar sefialamiento de Castro, Rico y Castro, 1995 y definicion
propuesta por Radford, 2010).

Estrategia 3. Establecer caracteristicas en patrones algebraicos y geométricos.

Estrategia 4. Impregnar de sentido las dificultades encontradas para la fijacion del tema
en estudio.

CONCLUSIONES

El topico de las FLI es un tipo de ensefianza que se puede utilizar para que el estudiante
fije su aprendizaje mediante la aplicacion de relaciones y conexiones entre las
caracteristicas presentadas por estructuras algebraicas dadas, generando y fortaleciendo
el reconocimiento de patrones. De esta forma, atendiendo la estructura generalizada
f(x) = mx + b conocida en el estudio de las funciones lineales, observamos que los
graficos de las FLI correspondientes a las funciones con estructuras algebraicas f(x) =
x—by f(x)=b—x presentan distinto comportamiento grafico a las FLI que
corresponden a la estructura de la forma f(x) =mx + b. Analizando los casos
presentados, el grafico del Caso 3 presenta un comportamiento diferente a los estudiados
en clases y que el estudio de las FLI puede ser clasificado de acuerdo a una estructura
algebraica generalizada tal como se presenta en la Tabla 4 y Figuras 9, 10y 11.

Al considerar similitudes y diferencias, en la estructura algebraica de la funcion lineal en
estudio, ha conllevado como aporte de investigacion, a establecer patrones de estructura
algebraica y geométrica subyacentes en las FLI. De forma que, dada la clasificacion, los
estudiantes puedan identificar de acuerdo a la expresion de la funcion algebraica el tipo
de estructura grafica, sin necesidad de construirla.

En este trabajo se ha indagado en sefialamientos y estrategias aportados por diversos
investigadores con el interés de desarrollar una propuesta de Sentido Estructural que
conlleve a mejorar el proceso de ensefianza y aprendizaje de estudiantes panamefios dados
los resultados de PISA/OCDE. Los sefialamientos aportados por diversos investigadores
condujeron a la realizacion de un trabajo con estructuras algebraicas que dio lugar a una
experiencia de aprendizaje dadas las dificultades en dos estudiantes que presentaron un
alto nivel de desempefio y que motivo al desarrollo de un estudio de casos.
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Esta propuesta teorica se considera de utilidad como fundamento metodolégico en la
formacion de estudiantes, futuros docentes de matematica, dado que contiene el
desarrollo de estrategias modelo para la creacion y el reconocimiento de patrones de
acuerdo a los aportes de Castro, Rico y Castro (1995), y desarrollo de estrategias modelo
para la generalizacion algebraica de patrones sefialadas por Radford (2010). Se plantea
como proceso creativo para el aprendizaje y ensefianza de las matematicas de forma que
ayude a fijar la comprension de los aprendizajes desde el analisis de las estructuras
algebraicas de diversas expresiones matematicas. A su vez puede ser generalizada a otros
topicos de la matematica, asi como puede ser aplicada a otras areas cientificas de las
Ciencias Bésicas.
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